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yEiner der unangenehmsten Punkte in der reichen und
belebten Existenz unseres Denkers war der platte Anfall
Zollner’s gegen ihn und andere Gelehrte. Ich wusste mir
dies nicht zu erkliren, und nur spiter erfuhr man, dass
Z5llner durch den unternehmenden Schwindler Slade zum
Spiritismus bekehrt worden war. Sein Hass war daher in
erster Linie gegen Tyndall gerichtet, der in England eine
sehr unternehmende Campagne gegen den Spiritismus ge-
fithrt hatte, und dann erst gegen Helmholtz, der die Arbeiten
Tyndall’s ins Deutsche hatte iibersetzen lassen und seinen
Namen zu der Uebersetzung hergegeben hatte. Er sprach
sehr hiufiz davon; wir hatten auch bald herausgefunden,
dass die Losung der sogenannten spiritistischen Probleme
bei den Taschenspielern zu suchen sei. Bosco, der grosse
und geniale Schopfer der modernen Taschenspielkunst, pflegte
beim Beginn einer Auffiilhrung zu sagen, dass in seinen
Productionen keine ausserordentlichen, itbernatiirlichen Krifte
ins Spiel kommen, sondern bloss etwas Geschicklichkeit;
aber wenn es ihm gegliickt wire, alle Welt zu tiuschen, so
bite er sich etwas Anerkennung von“Seite des Publikums
aus. Und er machte wirklich ganz iiberraschende Spiele, in
der Nihe des Publikums und in vollem Licht, viel iiber-
raschendere Spiele, als der ganze Spiritismus je zu Stande
gebracht hat.

So oft ein Taschenspieler nach Pontresina kam, konnte
er auf Helmholtz's und meine Clientel rechnen. Wir sassen
da in den ersten Reihen, und es war ein grosser Wettstreit
dann, zu sehen, wer von uns das eine oder andere Spiel zu
erkliren im Stande war. Oft gelang es uns, oft aber auch
nicht. ,Das ist eine sehr angenehme geistige Gymnastik¥,
meinte Helmholtz, ,und man kann gar nicht wissen, ob wir
sie eines Tages nicht gebrauchen werden.®

Und ganz damit in Usbereinstimmung hat sich Helm-
holtz selbst viel spiter in einem ,Suggestion und Dichtung¥
betitelten Gutachten gefdussert:
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4Geehrter Herr! Wissenschaftliche Studien iiber die
Frage, die Sie stellen, habe ich nie gemacht; was ich davon
weiss, ist mir nur durch Zufall zugetragen worden. Aber
jch kenne aus langer Erfahrung die Wundersucht des
19. Jahrhunderts und die Hartnickigkeit, mit der solcher
(lauben auch die handgreiflichsten Nachweise grober T#au-
schungen iberwindet; demn meine Jugend reicht noch in
die Zeit zuriick, wo der thierische Magnetismus bliihte.
Seitdem sind viele verschiedene Phasen derselben Geistes-
richtung einander gefolgt. Jede einzelne hat nur eine be-
schrinkte Lebensdauer; hiufen sich die Enttiuschungen zu
sehr, so dndert man eben die Methode.

Wenn BSie mich fragen, warum ich mich nicht ein-
gehender damit befasst habe, so kann ich Ihnen nur ant-
worten, dass meine Zeit immer sehr in Anspruch genommen
gewesen ist mit Beschaftigungen, die ich fiir niitzlicher
gehalten habe, als wundersiichtige Leute zu kuriren, die
nicht kurirt sein wollten. Und andererseits musste ich mir
sagen, dass, wenn mir der Nachweis einer Tiuschung gelang,
ich nicht hoffen durfte, viel Eindruck auf die Gldubigen zu
machen. Wenn es mir aber nicht gelang, so hitte ich ihnen
ein vortreffliches Argument gegen mich in die Hiinde
gespielt. Und da ich durchaus micht im Stande bin, die
Mehrzahl der Kunststiicke, die mir ein gewandter Taschen-
spieler vorfithrt, zu entziffern, so kann ich auch nicht unter-
nehmen, alle magnetischen oder spiritistischen oder hyp-
notischen Wunder, die man mir etwa zeigen sollte, zu
erkliren; um so weniger, als meistentheils die gesellschaft-
liche Stellung oder das Geschlecht der Mitwirkenden eine
wirklich iiberzeugende Untersuchung verbieten; schliesslich
auch oft genug der geschickte Vorwand gebraucht wird,
dass die Anwesenheit eines hartniickig Ungliubigen den
Zauber store.

Mich hat bei diesen Dingen eigentlich immer nur das
psychologische Phiinomen der Gliubigkeit interessirt, und
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die Rolle des Téuschenden habe ich deshalb zuweilen beim
Tischriicken oder Gedankenlesen mit Erfolg iibernommen,
natiirlich mit dem spiteren Emgestandnlss, dass ich der
Stinder gewesen war.

Wenn Sie nach diesen Erklirungen nun noch meine private
Meinung interessirt, so kann ich mich nur ganz und voll
meinem Freunde und Collegen Herrn E. du Bois-Reymond
anschliessen. — Dass iibrigens in den hypnotischen Erschei-
nungen ein Kern von Wahrheit steckt, will ich nicht leugnen.
Nur was davon wahr ist, wiirde kaum sehr wunderbar
erscheinen.

Ueber die Anwendung solcher mystischer Einwirkungen
in der Poesie kann ich nur als Zuschauer und Leser reden.
Da finde ich, dass ich nur fiir zurechnungsfihige Seelen
Verstindniss und Mitfithlen habe. Zaubermittel sind mir
picht anstossig, wenn sie nur eine abgekiirzte Darstellung
eines natiirlichen Seelenvorgangs geben sollen, der in Wirk-
lichkeit mehr Zeit und Zwischenstadien fordern wiirde. Wo
das nicht zutnfft, erlischt meine Theilnahme an dem Vor-
gange sogleich, wofiir die theoretische Erklirung ja auch
nahe liegt.*

Aus der Vorrede zu dem Thomson’schen Werke
moge noch die Gegeniiberstellung des Newton’schen und
Weber’schen Gesetzes und die Kritik des letzteren her-
vorgehoben werden, wie er sie genauer in seinen elektro-
dynamischen Arbeiten durchfiibrt. Es sind aber auch die
allgemeinen Betrachtungen iiber die Scheidung der induc-
tiven und deductiven Methode in der Forschung von hohem
Interesse, in denen -er die letztere nicht bloss als eine
berechtigte, sondern als eine geforderte bezeichnet, wenn es
sichum die Prifung der Zuldssigkeit einer Hypothese handelt,
die darauf beruht, dass wir uns alle Folgerungen, welche
sich aus dieser ergeben, zu entwickeln suchen, um sie mit
den beobachtbaren Thatsachen zu vergleichen. Den Schluss
der Vorrede bilden einige geistvolle Bemerkungen iiber die
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von Thomson aufgestellte, von Helmholtz als nicht unwahr-
scheinlich zugegebene Hypothese, dass organische Keime in
den Meteorsteinen vorkommen und den kiihl gewordenen
Weltkorpern zugefiihrt werden.

Allm#hlich wenden sich nun seine wissenschaftlichen
Interessen und Forschungen von der Physiologie immer mehr,
fast ausschliesslich der Physik und Mathematik zu, und es
war nur natiirlich, dass in Helmholtz der Wunsch aufkam,
auch seine Lehrthitigkeit mehr nach dieser Seite hin ver-
legen zu konnen. '

Im Sommer 1868, wihrend seine Frau zur Kriftigung
und Heilung des Sohnes Robert an der Ostsee weilte, und
Helmholtz selbst durch Vorlesungen, Laboratorium wund
wissenschaftliche Arbeiten aufs Aeusserste in Anspruch ge-
nommen, sogar in den freien Stunden seinem Sohne Richard
Unterricht in der ebenen Trigonometrie ertheilte, um diesen
fiir das Polytechnicum in Stuttgart vorzubereiten, spielten
sich die Verhandlungen mit Bonn zur Uebernahme der phy-
sikalischen Professur ab, welche ihm viel Aufregungen und
Unannehmlichkeiten verursachten.

Schon einmal war die Preussische mit der Badischen
Regierung in einen Wettstreit um den Besitz von Helmholtz
gerathen, und es war, als Helmholtz von Bonn nach Heidel-
berg berufen wurde, nicht nur eine Vermuthung von du Bois
gewesen, dass von hoher Stelle in die Verhandlungen ein-
gegriffen worden sei. In der That hatte am 17. April 1858
der damalige Prinzregent, der nachherige Kaiser Wilhelm,
auf Veranlassung seiner Gemahlin, der spiteren Kaiserin
Augusta, an den Staatsminister v. Raumer das nachfolgende
Schreiben gerichtet:

,Bevor Ich auf Thren Bericht vom 10. v. M. dem ordent-
lichen Professor der Anatomie in der medicinischen Facultit
zu Bonn Dr. Helmholtz die von ihm nachgesuchte Ent-
lassung aus seinem bisherigen Dienstverhéltniss ertheile, sehe
Ich in Betracht, dass nach Threm Bericht vom 15. Juni
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v. J. sein Abgang als ein empfindlicher Verlust fiir die
Universitit zu betrachten ist, Ihrer Aeusserung entgegen,
ob es nicht moglich ist, die semem-smt.s mit der Grossherzog-
lich Badischen ]Reglerung getroffene Ueberemkunu[:t riickgingig
zu machen, und eventuell welche Bedingungen er fiir sein
Verbleiben stellt, sowie an welchen seinerseits gestellten
Forderungen die im vorigen Jahr von Ihnen dieserhalb mit
ihm gepflogenen Unterhandlungen gescheitert sind.

Und bald darauf, am 28. Mai 1858, nachdem der
Minister eine schriftliche Darlegung der Verhandlungen ge-
geben,' war eine weitere Ordre. gefolgt: | |

Ew Excellenz beehre ich mich in vorliufiger Erwide-
rung des gefilligen Schreibens vom 21. d. M. ganz ergebenst
zu benachrichtigen, dass ich den komghcheu Gesandten
von Savigny in Carlsrube mit der erforderlichen Anwelsung
versehen habe, um die Entbmdung des Professor Dr. Helm-
holtz in Bonn von dem der. Grosslherzoghch Badischen
Regierung wegen seiner Berufung an die Universitdt in
Heidelberg gegebenen Versprechen zu vermitteln, und mir
vorbehalte, Ew. Excellenz von dem Erfolge demméachst Mit-
theilung zu machen.”

Die Badische Regierung sah sich jedoch damals nicht
veranlasst, dem Wunsche Preussens zu willfahren und
Helmholtz von dem der Regierung gegebenen Worte zu
entbinden; sie wusste zu gut, welche gewaltige Geistes-
kraft sie fiir Heidelberg gewonnen und konnte sich auf
das von Bunsen am 28. Mai 1857 an das Grossherzogliche
Ministerium auf dessen Ansuchen gerichtete Schreiben be-
rufen:

", - - Die neuere Richtung der Physiologie ist weit ent-
fernt, die speciellen Ansichten einer speciellen Schule zu
- vertreten, sie unterscheidet sich vielmehr von der &ilteren
nur dadurch, dass sie nicht mehr die principiellen Grund-
lagen der Physiologie anderen Naturwissenschaften auf Treu
und Glauben entlehnt, sondern sich d;eselben auf dem kri-
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tischeren Wege eigener experimenteller und mathematischer
Forschungen selbst zu schaffen sucht.

Unter den jiingeren Personlichkeiten, welche in dieser
Richtung auf die Entwickelung der Physiologie den wesent-
lichsten Einfluss ausgeiibt haben, weiss ich nur vier zu be- -
zeichnen: 1. Helmholtz, 2. Briicke, 3. du Bois-Rey-
mond, 4. Ludwig.

Von den Genannten muss Helmholtz unzweifelhaft
als der genialste, begabteste und vielseitig gebildetste gelten,
wie schon das beigelegte Verzeichniss seiner Schriften er-
kennen ldsst. Unter denselben finden sich Arbeiten von
klassischer Bedeutung, die sogar manchen maassgebenden
Einfluss auf die neuere Richtung anderer exacter Natur-
wissenschaften ausgeiibt haben. Seine Lehrthitigkeit ist
eine ausgezeichnete, sein personlicher Vortrag weniger glin-
zend als griindlich, geistreich und anziehend . . .¢

Und nun war Helmholtz bereits zehn Jahre in Heidelberg
thiitig gewesen, hatte als grosster Naturforscher seiner Zeit
mit Bunsen und Kirchhoff den Ruhm der Universitit
getragen, fiihlte sich gliicklich im Kreise seiner Familie an
der Seite einer hochbedeutenden Frau, hatte grossen und
anregenden Verkehr mit vielen ausgezeichneten Collegen,
welche zu den bedeutendsten Forschern auf den verschie-
denen Gebieten menschlichen Wissens gehérten — es musste
ein schwer wiegender Umstand hinzukommen, wenn er den
Gedanken erwigen sollte, Heidelberg zu verlassen.

Durch den Tod Pliicker’s in Bonn war die Professur
der Physik und zugleich eine Professur der Mathematik er-
ledigt, und es wandte sich am 28. Mai 1868 der Curator
der Universitit Beseler mit der Anfrage an Helmholtz, ob
es moglich sein wiirde, ihn fiir die Professur der Physik zu
gewinnen, ,da mit seltener Einmiithigkeit in den hiesigen
akademischen Kreisen, nicht bloss unter den Vertretern der
mathematischen und der Naturwissenschaften, der lebhafte
Wunsch zu Tage trete“, dass Helmholtz der Nachfolger
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Plicker’s werde. In der interessanten und charakteristi-
schen Antwort sagt Helmholtz u. a.:

wDie Physik war eigentlich von jeher die Wissenschaft,
der sich mein Interesse hauptsichlich zugewendet hatte;
zur Medicin und durch sie zur Physiologie wurde ich wesent-
lich durch #ussere zwingende Umstéinde gefiilhrt. Was ich
in der Physiologie geleistet habe, basirt wesentlich auf physi-
kalischem Boden. Die jungen Leute, deren praktische
Arbeiten ich gegenwirtig zu leiten habe, sind iiberwiegend
Mediciner, und meist nicht so vollstindig in der Mathematik
und Physik vorbereitet, um aufnehmen zu kénnen, was ich
unter den Dingen, die ich-vielleicht lehren konnte, als das
Beste betrachten wiirde. Andererseits sehe ich, dafs die
wissenschaftliche und namentlich mathematische Physik in
Deutschland in der jiingeren Generation nicht mehr recht
vorwirts schreitet. Die wenigen grossen Namen  dieses
Faches, welches die eigentliche Basis aller rechten Natur-
wissenschaft ist, sind alt oder fangen an, in die #ltere Gene-
ration einzuriicken, ohne dass entsprechender Nachwuchs
da ist, und ich muss mir deshalb sagen, dass, wenn ich
in diesem Fache eine Einwirkung auf die Schiiler gewinnen
konnte, ich damit vielleicht Wichtigeres leisten wiirde als
in der Physiologie, wo jetzt eine riistig vorwirts arbeitende
Schule ausgebildet ist. So wire wohl ein Ziel da, welches
es lohnte, noch einmal die neue Arbeit einer neuen Stellung
auf mich zu nehmen, statt in dem bisher beschrittenen
Wege gemichlich fortznarbeiten. Ich wiwrde zu dem Ende
aber neben der Experimentalphysik, welche die populire Vor-
lesung ist, jedenfalls den Unterricht in der mathematischen
Physik und die Leitung praktischer Arbeiten mit iibernehmen
miissen. Vorlesungen iiber reine Mathematik wiirde ich
nicht wohl iibernehmen konnen; in denen iiber mathema-
tische Physik wiirde ich das Mathematische nur als Mittel
behandeln, nicht als Zweck. Wo méglich wiirde ich daneben
auch noch Physiologie des Auges und Ohres vortragen, doch
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mochte ich in dieser Beziehung keine Verpflichtung iiber-
nehmen.“

Zugleich schreibt er am 10. Juni an Pfliiger in Bonn:
,Jch bin erst im Verlaufe der Verhandlungen darauf auf-
merksam gemacht worden, dass Sie die Physiologie dler
Sinne als besonderes Colleg lesen. Ich hatte von Anfang
her angenommen, dass Sie sie nur implicite in dem allge-
meinen Colleg iiber Physiologie vortriigen, und dass es
Thnen keine wesentliche Storung sein wiirde, wenn ich iiber
Auge und Ohr eine. speciellere Vorlesung hielte, und in
dieser Voraussetzung hatte ich mich gegen Beseler ge-
dussert.“

Pfliger bot sogleich in freundschaftlichster und ent-
gegenkommendster Weise eine Helmholtz angenehme Rege-
lung der Verhiltnisse an, und dieser orientirte sich dann
noch personlich iiber die dortigen Verhiltnisse, als er am
3. August zum Jubilium der Universitit nach Bonn ging.

Sehr warm tritt nun Beseler in einem Schreiben vom
4. August 1868 bei dem Minister von Miihler fiir die Be-
rufung von Helmholtz ein: |

»Die philosophische Facultéit schligt fiir den Lehrstuhl
der Physik in erster Linie Helmholtz vor; die verschie-
denen Voten unterscheiden sich in dieser Beziehung mir
dadurch, dass sie in der Methode und in der Wirme seines
Lobes variiren. Die medicinische Facultsit halt sich ver-
pflichtet, im Interesse ihrer Studirenden Ew. Excellenz auf
das Angelegentlichste zu bitten, keine Opfer zu scheuen, um
denselben fiir die physikalische Professur zu erwerben. . . .
Dass sein Weltruhm seit Jahren begriindet ist, dass bei
seiner Erforschung der Natur und ihrer Krifte die physi-
kalische Seite in den Vordergrund tritt, dass seine Erwer-
bung fiir eine preussische Universitit ein Ruhmestitel fiir
die preussische Verwaltung, seine Uebersiedelung nach Bonn
zur Uebernahme des vacanten Lehrstuhles fiir diese Uni-
versitit ein hohes Gliick nicht bloss fir die Gultmr der_
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Naturwissenschaften sein wiirde, steht fest. Von der ausser-

ordentlichen Bedeutung des Mannes fiir die Wissenschaft im
eminenten Sinne diirfte z. B. der Umstand biirgen, dass der
Philosoph Trendelenburg sich in neuerer Zeit berufen
hilt, sich den mathematischen Studien wieder zuzuwenden,
urh Helmholtz in seinen Schriften folgen zu konnen.“

Und das beigelegte Gutachten der medicinischen Facul-
tiit schliesst mit den schonen Worten:

,Es muss jeder zur Einsicht gelangen, dass er nur etwa
mit Leibniz verglichen werden kann, der ebenso tief,
ebenso umfassend und ebenso erhaben in seinen Specu-
lationen war.“ '

Nachdem sich die Verhandlungen lingere Zeit hinge-
zogen, weil der preussische Minister zunichst die definitive
Feststellung des Staatsbaushalts - Etats fiir 1869 abwarten
wollt.e, und Hehnholtz mzmschen am 16. September den
Titel eines Grossherzoglich Badischen Geheimrathes II. Classe,
zur selben Zeit das Commandeurkreuz des Zihringer Lowen
erhalten hatte, fordert Beseler am 26. December 1868
Helmholtz zu einer miindlichen Verhandlung in Mainz auf
und wendet sich zugleich nochmals an den Minister:

4+« .. Lch lege den allergrossten Werth darauf, dass
ich zu einem solchen definitiven Abschluss in den Stand ge-
setzt werde; denn 1. ist Helmholtz ein sehr liehenswiirdiger,
aber auch im edlen Sinne ein stolzer Mann. Seit einem
halben Jahr ist von seiner Berufung nach Bonn in den
weitesten Kreisen die Rede; ich halte es fiir leicht moglich,
dass es 1hn verstimmen wiirde, wenn, nachdem eine officielle

Verhandlung mit jhm eingeleitet worden, der Unterhend]ler.

nicht zum definitiven Abschluss ermiichtigt wire. 2. .. Ich
kann nach den mir von den verschiedensten Sei’l‘ﬁeﬂ zuge-
gangenen Nachrichten ohne Uebertreibung sagen, dass die
Gelehrtenwelt mit Spannung darauf wartet, ob die Kemgl
Preussische Regierung den Mann fiir Bonn zu gewinnen ge-
wusst hat. Es wire die erste Berufung in dem zweiten




Vo

118 Helmholtz als Professor der Physiologie in Heidelberg.

Sdculum der Universitit und eine so glinzende, wie sie
jemals an eine preussische Universitit vorgekommen,“

Die Unterredung mit Beseler fiihrte nicht zu dem ge-
wiinschten Resultate, da die preussische Regierung nicht
gleichen Schritt zu halten wusste mit dem liberalen Ent-
gegenkommen des badischen Ministers. Am 2. Januar 1869
richtet Jolly ein sehr verbindliches Schreiben an Helm-
holtz:

» - -+ Ich hoffe jetzt mit Sicherheit, es wird gelingen,
Sie in dem schinen Ieidelberg festzuhalten. So gern wir
uns sonst der preussischen Fiihrung fiigen, so ist es doch in
dem vorliegenden Falle fiir uns eine angenehme Pflicht, dem
Berliner Cabinet den Sieg auf’s Aeusserste streitig zu machen,
und ich darf hinzufiigen, dass es mir, dessen geistiges Leben
in der Universitit Heidelberg wurzelt, persénlich wahrhaft
schmerzlich gewesen wire, wihrend ich die Geschifte zu
leiten habe, sie ihrer ersten Zierde beraubt zu sehen.“

Die Erfiillung aller, freilich sehr bescheidenen Wiinsche
von Seiten der badischen Regierung, sowie die Wiinsche
und Neigungen seiner Familie, bestimmten Helmholtz, in
Heidelberg zu bleiben. Du Bois hingegen driingte ihn,
den Ruf als Physiker nach Bonn anzunehmen:

»weil, -wenn Du in Bonn Physiker wirest, bei der

binnen wenigen Jahren hier unfehlbaren Vacanz in diesem .

Fache, Du ebenso unfehlbar hierher gerufen werden wiirdest,
und ich dies fir das Gemeinwesen wie fiir mich fiir ein
sehr grosses Gliick halten wiirde.«
Darauf konnte er am 14. Januar nur antworten:
nHier ist alles officiell fertiz gemacht, ein Fackelzug

gehalten u. 8. w., und Olshausen unterhandelt schon mit

Clausius, was mich freut.“

Am 27. Januar schreibt Helmholtz an Ludwig:

nDie Entscheidung iiber meine Bonner Berufung hat
sich drei Vierteljahre hinausgesponnen, endlich habe ich
abgelehnt. Ich ging anfangs gern auf den Plan ein, kiinftig

P
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Physik zu lesen, weil ich voraussetzte, dass ich die Physik
in allen Theilen mit vollstindig selbstindigem Urtheil hitte
vortragen kinnen, wihrend unsere Physiologie in den Hand-
griffen und Methoden so aus einander zu gehen anfingt, dass
niemand mehr in allen Einzelheiten sattelfest sein kann.
Freilich habe ich mir oft auch dagegen sagen miissen, dass
eben deshalb die Physiologie das ruhmwiirdigere Feld sei,
und dass es der Menschheit vielleicht niitzlicher, wenn auch
fir uns weniger bequem ist, wenn wir unsere Krifte in
dieser Beziehung verwenden. .... In den letzten Tagen
des December verlangte der Curator von Bonn, mit mir
miindlich zu verhandeln, um mir Mindergebote zu thun, und
erst, nachdem ich erklirt hatte, mich nun iiberhaupt auf
nichts mehr einlassen zu wollen, kam heraus, dass er er-
michtigt war, mir meine frithere Forderung zu bewilligen.

. Schliesslich siegte, wenn ich so sagen darf, das Heim-
weh fiir Heidelberg, d. b. fiir seine moralische Atmosphire
und das Bedenken, aus dem Ministerium Jolly unter das
Ministerium Miihler zu treten. . ... Aber am Ende, wenn
die ernstesten Verhiltnisse des Lebens in’s Spiel kommen,
haben auch die Verpflichtungen gegen die Freunde ihre
Grenzen. Die Badische Regierung, die ich eigentlich in der
Fihrung der Verhandlungen benachtheiligt hatte der

” Preussischen gegeniiber, war in ihrer Bereitwilligkeit, fiir

mich fast unverhéltnissmissige Opfer zu bringen, das gerade
Gegentheil der Preussischen.“

Freilich ‘sollte schon wenige Jahre sloa,ter Preussen
dennoch obsmgem

Mitten in' die Verhandlungen hinein fillt die Geburt
seines Sohnes Friedrich Julius am 15. October 1868 :

»von Geburt an“, schreibt Frau v. Schmidt-Zabié-
row, ,war auch er ein schwichliches Kind, das nur durch
unabléssigste Sorgfalt und Pflege am Leben erhalten werden
konnte, und dessen geistige wie korperliche Entwickelung
die Quelle ununterbrochener Sorge fiir die Eltern war und
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blieb. Es bedurfte der beispiellosen Widerstandsfihigkeit
meiner Schwester, um dem doppelten Kummer der Krank-
heit ihrer beiden Sohne nicht zu erliegen, die Verdiisterung
des Lebens ihres Mannes hintanzuhalten. Personliches Leid
sollte seine Arbeitskraft nicht beeintrichtigen, alltigliche
Dinge sollten ihm ferngehalten werden. Dieses Bestreben
lag dem Thun und Lassen meiner Schwester zu Grunde.
Wahrend sie sich in schwierigen Fillen seinen Rath erbat

und sich seinem Urtheil unterwarf — ,mir steigen iiberall -

Bedenken auf, wo ich Dich nicht habe, um meinen Ideen
das Fundament zu geben“ — so verschonte sie ihn doch mit
Klagen iiber Unab#nderliches. Thr frohliches, warmes Tem-

perament blieb nicht ohne Riickwirkung auf seine oftmals

allem Irdischen entriickte Denkerseele.“

Um diese Zeit tritt in der Bethdtigung der enormen
Schaffenskraft von Helmholtz eine entschiedene Wendung zu
physikalischen, mathematischen und philosophischen Pro-
blemen der schwierigsten Art ein.

Seine akustischen Forschungen hatten ihm eine un-
mittelbare Veranlassung gegeben, zu seinen fritheren hydro-
dynamischen Untersuchungen zuriickzukehren; die neu erhal-
't}enen Resultate legte er am 23. April 1868 der Berliner
Akademie in der Arbeit ,Ueber discontinuirliche Fliissig-
keitsbewegungen® vor. Die hydrodynamischen Gleichun-
gen fir das Innere einer nicht der Reibung unterwor-
fenen FKliissigkeit, deren Theile keine Rotationsbewegung
besitzen, liefern dieselbe partielle Differentialgleichung,
welche fiir stationfire elektrische Stréme in Leitern von

gleichmissigem Leitungsvermégen besteht. In Wirklichkeit

existiren jedoch wesentliche Unterschiede zwischen der Strom-
vertheilung einer tropfbaren Flissigkeit und der Elektrici-
tit, welche besonders auffallend sind, wenn die Stromung
durch eine Oefinung mit scharfen Rindern in einen weiteren
Raum eintritt. Wihrend die Stromlinien der Elektricitit
von der Oeffnung aus sogleich nach allen Richtungen aus
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_einander gehen, bewegt sich Wasser wie Luft von der Oefi-
nung aus anfinglich in einem compacten Strahle vorwirts,
der sich dann in geringerer oder grisserer Entfernung in
Wirbel aufzulosen pflegt. Die Untersuchung der bei den
Orgelpfeifén durch einen continuirlichen Luftstrom erregten
periodischen Bewegung hatte Helmholtz gelehrt, dass eine
solche Wirkung nur durch eine discontinuirliche Art der
Luftbewegung hervorgebracht werden kénne.

: Wihrend nun fiir die hydrodynamischen Gleichungen
bisher stets Geschwindigkeiten und Druck der stromenden
Theilchen als continuirliche Functionen der Coordinaten be-
handelt wurden, erkannte Helmholtz, dass bei einer der
Reibung nicht wunterworferien tropfbaren Fliissigkeit auf
beiden Seiten einer durch das Innere derselben gelegten

Flache auch tangentielle Geschwindigkeiten von endlichem -

Grossenunterschiede stattfinden kénnen, wenn nur die senk-
recht zur Fliche gerichteten Componenten der Geschwindig-
keit und der Druck an beiden Seiten derselben gleich sind.
| Nun ist aber im Innern einer Flissigkeit eine Ursache vor-
handen, welche Discontinuitéit der Bewegung erzeugen kann,

indem fiir jeden beliebigen positiven Werth des Druckes |

die Dichtigkeit der Fliissigkeit sich continuirlich mit ihm
dndert, sowie der Druck aber negativ wird, eine discon-
tinuirliche Veriinderung der Dichtigkeit eintritt und die
Fliissigkeit aus einander reisst:

Da nun in einer bewegten incompressibelen Flus&gkmt
die Verminderung des Druckes der lebendigen Kraft der be-
wegten Wassertheilchen direct proportional ist, so wird, wenn
diese eine bestimmte Grosse iiberschreitet, der Druck negativ
werden, und die Fliissigkeit zerreissen, Die dem Differential-

quotienten des Druckes proportionale beschleunigende Kraft

wird an dieser Stelle discontinuirlich, und es wird sich bei
der Bewegung der Fliissigkeit an einer solchen Stelle voriiber
eine Trennungsfléiche bilden. Eine einfache Ueberlegung zeigt,
dass jede geometrisch vollkommen scharf gebildete Kante, an
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welcher Fliissigkeit vorbeifliesst, selbst bei der méissigsten Ge-
schwindigkeit der iibrigen Fliissigkeit, dieselbe zerreissen und
eine Trennungsfliche herstellen muss. Nun ist aber die Be-
wegung im ganzen Inneren einer incompressibelen F liissigkeit,
deren Theilchen keine Rotatixonsbewegumg haben, volistindig
bestimmt, wenn die Bewegung ihrer ganzen Oberfliche und
ihre inneren Discontinuititen gegeben sind. Es handelt
sich daher bei Zusserer fester Begrenzung der Fliissigkeit
nur darum, die Bewegung der Trennungsfliche und die
Verinderungen der Discontinuitit an derselben kennen zu
lernen; als Grenzbedingungen fiir eine innere Trennungs-
flache der Fliissigkeit sind zu betrachten, dass der Druck
auf beiden Seiten der Fliche gleich sein muss, und ebenso
die normal gegen die Trennungsfléiche gerichtete Componente
der Geschwindigkeit. Die Bewegung der Trennungsfliche
wird nun nach den frither fiir die Bewegung der Wirbel-
flichen festgestellten Regeln bestimmt.

Es ergiebt sich, dass eine solche Trennungsfliche nicht
entstehen und nicht verschwinden kann, und dass die auf
der Trennungsfliche liegenden Trennungsfiden lings der
Trennungsfliche mit einer Geschwindigkeit fortschwimmen,
welche das Mittel aus den an beiden Seiten der Fliche be-
stehenden Geschwindigkeiten ist. Es kann sich somit eine
Trennungsfliche immer nur nach der Richtung hin ver-
lingern, nach welcher der stirkere von den beiden in ihr
sich beriihrenden Strémen gerichtet ist. Versuche und Theo-
rie geben ibereinstimmende Resultate fiir unverindert be-
stehende Trennungsflichen in stationiren Stromungen, d. h.

fir den Fall, dass lings der Trennungsfliche von ruhendem -

und bewegtem Wasser der Druck in der bewegten Schicht
derselbe ist wie in der ruhenden, somit die tangentielle Ge-
schwindigkeit der Wassertheilchen in der ganzen Ausdehnung
der Fliche constant ist. Es gelingt Helmholtz auf diesem
Wege mit Hiilfe functionentheoretischer Principien zum ersten
Male die Gestalt eines freien Fliissigkeitsstrahles fiir den spe-
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ciellen Fall zu bestimmen, dass der Strom aus einem weiten
Raum in einen engen Canal tibergeht, und unter der Voraus-
setzung, dass keine Husseren Krifte auf die incompressible
Fliissigkeit wirken, dass ferner ein Geschwindigkeitspotential
existirt, die Stromungen stationire sind und die Bewegung
einer festen Ebene parallel ist. Die Resultate geben ihm
zu weiteren wichtigen Bemerkungen iiber elektrische Ver-
theilungsaufgaben und die Aufsuchung bestimmter Poten-
tialfunctionen Anlass.

Wenn er bei Uebersendung seiner Abhandlung iiber eine
Klasse hydrodynamischer Gleichungen am 8. Januar 1858
an Borchardt geschrieben:

y--- 016 ist mehr fiir mathematische als physikalische
Leser eingerichtet, und ihr Nutzen besteht mehr darin, dass
man eine Uebersicht der den hydrodynamischen Gleichungen
entsprechenden Bewegungen erhilt, welche man anwenden
kann, um bei Bewegungen wirklichen Wassers zu erkennen,
welche Eigenthiimlichkeiten seiner Bewegung von anderen
Umsténden influirt werden, die in den hydrodynamischen
Gleichungen nicht beriicksichtigt sind, als dass man viele
directe Anwendungen der neuen Integralformen auf wirk-
liche Vorginge machen konnte¥, _
so bieten die Resultate der eben erwihnten Arbeit Ge-
legenheit zur Anwendung auf viel besprochene Erschei-
nungen von besonderem Interesse, und er erginzt in der
That seine hydrodynamischen Untersuchungen durch eine am
5. Mérz 1869 dem naturhistorisch - medicinischen Verein in
Heidelberg vorgelegte Arbeit ,Zur Theorie der stationdiren
Strome in reibenden Fliissigkeiten®,

Es war von W. Thomson behauptet worden, dass ein
Kérper, welcher in einer micht reibenden Fliissigkeit nahe
einer senkrechten Wand fillt, von dieser angezogen wird
und zu ibr hineilt. Im Gegensatz hierzu zeigten die in dem
Laboratorium von Helmholtz angestellten Versuche iiber
die Bewegungen und die Vertheilung feiner suspendirter
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fester Korperchen, dass nicht nur in Capillarréhren, son-

dern auch in viel weiteren Rohren von 1 bis 5 ecm Durch-
messer mikroskopisch kleine Korperchen immer gegen die
Mitte des Stromes hinstreben. Da aber schwerere Korper
schneller in der Flissigkeit fallen als leichtere, so er-
halten bei ersteren diejenigen Druckunterschiede, welche vom
Quadrat der Geschwindigkeit abhingen, einen grosseren
Einfluss, und man hort in der That eine Bleikugel
mehrmals an die Wand anschlagen, bevor sie den Boden
erreicht. Die Abweichungen davon bei geringeren Geschwin-
digkeiten schienen vom FEinfluss der Reibung herzuriihren,
und es hatte den Anschein, dass, wenn man nur so kleine
Geschwindigkeiten in Betracht zog, dass nur die Glieder
erster Dimension zu beriicksichtigen waren, die schwimmenden
Korper sich nur an solchen Orten der Fliissigkeit hielten,
wo ihre Anwesenheit die geringste Vermehrung der Reibung
der Flissigkeit hervorbrachte.

Helmholtz untersucht nun zur genaueren Feststellung
dieser Thatsachen die schon frither behandelten hydrody-
namischen Gleichungen mit Beriicksichtigung der Reibung,
und entwickelt zuniichst durch Integration einer aus den-
selben unmittelbar ersichtlichen Beziehung die Zunahme der
lebendigen Kraft in der einen bestimmten Raum fiillenden
Fliissigkeitsmasse. Er findet durch Deutung des analy-
tischen Ausdruckes, dass diese gleich ist der wihrend
eines unendlich kleinen Zeittheilchens von denjenigen fiusseren
Kriiften geleisteten Arbeit, welche auf das Innere der Wasser-
masse wirken und welche die festen Kérper zu bewegen
streben, weniger derjenigen Menge lebendiger Kraft, welche
wihrend dieses kleinen Zeittheilchens durch die Reibung

im Innern der Fliissigkeit vernichtet, also in Wirme ver-

wandelt worden ist.
Unter der Voraussetzung eines stationsiren Stromes und
unter der Annahme, dass, wo die Fliissigkeit eine feste

Wand berithrt, ihre oberflichlichen Theile fest an dieser
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ha,ften, dass dagegen an der Oberfliche beweglicher schwim-
mender Korper Veriinderungen der Geschmndagkemt dter
Fliissigkeitstheilchen stattfinden, welche den Bewegumgs—
bedingungen der beriihrenden festen Korper entspr echen,
folgert er aus den frither gewonnenen Resultaten die Natur
der in Frage kommenden Bewegung. Er ﬁndet mit Hiilfe
bekannter Principien fiir die Variation von Integralen mit
einer gegebenen Beschréinkung — welche hier der ana-
lytische Ausdruck fiir die Incompressﬂblhta,t der Fliissigkeit
bildet —, dass bei verschwindend kleinen Geschwindigkeiten
und stationirem Strome die Stréomungen in einer reibenden
Fliissigkeit sich so vertheilen, dass der Verlust an leben-
diger Kraft durch die Reibung ein Mﬂmmum mrd voraus-
gesetzt, dass die Geschmdlgkelten liings der Grenzen der
Fliissigkeiten als fest gegeben betrachtet werden. ]Daraus
konnte er folgern, dass ein Kdrper, der in einer reﬂbendlen,
in langsamem stationdirem Strome - fliessenden F]L_usmgkeﬂs '
schwimmt, im Gleichgewicht ist, wenn die Reibung im statio-
niren Strome ein Minimum ist. Dasselbe findet auch statt, wenn
man langs der Oberfliche des schwimmenden Kérpers die
Werthe der Geschwindigkeiten der Wassert]hellchen s0 variirt,
wie sie verindert werden wiirden, wenn eine der verschie-
denen moglichen Bewegungen des Korpers factisch eintrite.

Helmholtz hatte gehofft, mit Hiilfe dieser Sttze die Ab-
weichungen vom Thomson’schen Gesetze unter der Annahme
kléiner Geschwindigkeiten erkliren zu konnen, musste sich

“aber davon iiberzeugen, dass zun#ichst erst noch ghnliche Stitze

aufgestellt werden miissen, fir welche die quadratschen
Glieder der Geschmndlgkelten nicht vernachlissigt werden.

Noch in demselben Jahre 1868 setzte er aber die natur-
wissenschaftliche und mathematische Welt durch we]t weiter-
grmfende und ganz flmdamemtale Untersuchungen i in Stauneu,
welche er zunfichst in einem Abriss dem naturmssemschafts
lich-medicinischen Verein am 22. Maa unter dem Titel Ueber
die thatsiichlichen Grundlagen der ‘Geumetne“ vm:legte,
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und deren Ausfilhrung in der der Géttinger Gesellschaft
der Wissenschaften iiberreichten Abhandlung ,Ueber die
Thatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen¥, erschien. Die
wichtigsten Resultate derselben suchte Helmholtz spiiter in
einem im Docentenverein in Heidelberg im Jahre 1870
gehaltenen Vortrage ,Ueber den Ursprung und die Bedeutung
der geometrischen Axiome“ in einer auch den Nicht-Mathe-
matikern verstindlichen Form darzulegen; der in the Aca-
demy ebenfalls im Jahre 1870 erschienene Aufsatz sthe
axioms of geometry* giebt nur die Uebersetzung einiger
Abschnitte des letzterwihnten Vortrages. Diese Unter-
suchungen, in Verbindung mit der berithmten Arbeit von
Riemann ,Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie
zu Grunde liegen¥ welche als Habilitationsschrift am
10. Juni 1854 erschien, waren bahnbrechend fiir die Ent-
wickelung der mathematisch - philosophischen Anschauungen
der zweiten Hilfte des vorigen Jahrhunderts.

Schon in sehr frither Zeit hatte Helmholtz angefangen,
sich mit der philosophischen Analyse der mathematischen
und physikalischen Grundbegriffe zu beschiftigen, und es
mag als FEinleitung zu der Besprechung seiner Arbeiten
iiber die Axiome der Geometrie, Arithmetik und Mechanik

hier eine in hohem Grade interessante Aufzeichnung einé -

Stelle finden, welche noch einige Jahre vor der Veriffent-
lichung seiner Schrift iiber die Erhaltung der Kraft erfolgte
und nicht nur Zeugniss ablegt von dem jugendlichen Ringen
nach Klarheit der Grundbegriffe, sondern uns auch schon
die Wege andeutet, welche Helmholtz dreissig Jahre spéiter
mit so bahnbrechendem Erfalge eingeschlagen.
pNaturwissenschaft hat zum Objecte denjenigen Inhalt
unserer Vorstellungen, welcher von uns als nicht durch die
Selbstthéitigkeit unseres Vorstellungsvermigens erzeugt an-
geschaut wird, d. h. also das als wirklich wahrgenommene.
Entweder giebt sie nur eine geordnete Uebersicht alles
Empirischen (Naturbeschreibung und Experimentalphysik),




Helmholtz als Professor der Physiologie in Heidelberg. 127

WO ﬂa,nn nur die Ordnung aus einem Zweck construirt, d. h.
wissenschaftlich ist, oder sie sucht die Griinde der Facta
zu erschliessen, d. h. sie sucht die Begriffe, aus welchen
sich die einzelnen bestimmten empirischen Wahrnehmungen
ableiten lassen; sie sucht also das Wirkliche zu verstehen
(wissenschaftliche Physik).

Diese Naturbegriffe werden erschlossen, theils aus dem
Factum allein, dass es iiberhaupt bestimmte Wahrnehmungen
gebe, die nicht durch unsere Selbstthitigkeit hervorgebracht

sind, theils aus einzelnen bestimmten empirischen Wahr-
nehmungen selbst. Das System der ersteren giebt die all--

gemeinen oder reinen Naturwissenschaften (Zeitlehre, Geo-
metrie, reine Mechanik), das der letzteren die theoretische
Physik. Das Gemeinsame der allgemeinen Naturbegriffe
wird sein: dass sie und ihre Folgerungen aller Natur-
anschauung zum Grunde liegen, und ohne sie keine ge-

dacht werden kann, dass sie also in dieser Hinsicht die .

allgemeine und nothwendige Form der Naturanschauung
sind, daher auch die Gewissheit ihrer Sitze eine absolute
ist, wihrend sich die der besonderen Naturbegriffe immer
nur so weit erstreckt, um auszusagen, dass alle bis jetzt
bekannten Facta ihnen entsprechen. Die allgemeinen Be-

griffe, nur hergeleitet aus der Moglichkeit irgend einer -

‘Naturanschauung, diirfen ferner nicht die Méglichkeit irgend
einer empirischen Combination von Wahrnehmungen be-
schrinken, d. h. es darf aus ihnen durchaus kein -em-
pirisches Factum oder Gesetz ableitbar sein, sondern sie
- konnen uns nur eine Norm fiir unsere Erklirungen geben.

Hiillfssitze. Die moglich denkbaren Verbindungen
der hier betrachteten Vorstellungsobjecte fallen unter die
allgemeinen Kategorien méglicher Denkverbindungen iiber-
haupt. Sie sind folgende:

L Beziehung eines Vorstellungsobjectes auf das Vor-
stellungsvermégen. (Modalitiit; Objecte wahrgenommen oder
vorgestellt.)
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II. Bezichung eines Objectes auf ein anderes. Diese
Bezichung wird gesetzt
1. als eine von unserem Vorstellen unabhingige, dusser-
lich wirkliche (Causalitit).
2. als eine nur vorgestellte (Vergleichung)
a) von gleichartigen Objecten (Quantitit),
b) von ungleichartigen (Qualitiit).

Gleich in emer Beziehung ist nimlich ein Object
einem anderen, wenn es ilberall, wo das Resultat einer
Combination nur in dieser Bemehumg betrachtet Wnd fiir
das andere gesetzt werden kann.

Gleichartig in einer Beziehung, wenn beide in lauter,
unter sich in dieser Bezichung gleiche Theile zerlegt Werdén
konnen.

Ein Object, der Quantitit nach betrachtet, heisst
Grosse; als Grisse kann demnach jedes Object betrachtet
werden, welches in gleiche oder gleichartige Theile zerlegt
gedacht werden kann. Messen heisst, die Menge solcher

Theile bestimmen; eine bestimmte Menge heisst Zahl, ein

einzelner Theil die Maasseinheit.

Die Grossen sind denkbar entweder von der Art, dass
fortgesetzte Theilung auf Theile fithrt, die nicht weiter in
gleichartige zertheilt werden konnen (aggregirte Grissen),
oder dass keine Grenze der Theilung existire (stetige
Grossen). Lin logischer Widerspruch liegt in der unend-
lichen Theilbarkeit nicht, denn diese soll nur als moglich
gedacht, nicht wirklich ausgefiihrt werden, wozu allerdings
eine unendlich lange Zeit nothig sein wiirde; ebenso wenig
in dem Gedanken eines stetigen Wachsens durch unendlich
viele unendlich nahe Stufen.

Die Wissenschaft von der Verbindung der Grossen der
Quantitét nach ist die Arithmetik; sie wird rein nach den
Gesetzen der gemeinen Logik aus den hier a,ufgeste]llten
Begriffen entwickelt. Sie fithrt auf die bekannten Zahl-
formen der positiven und negativen, ganzen und gebrochenen

— A
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(mit Einschluss der irrationalen, d. h. gebrochenen mit
o grossem Nenner), reellen und imaginiren Zahlen, von
denen nur die letzteren nicht auf bestimmte Zahlwerthe

guriickzufiihren sind.
Die allgemeinen Naturbegriffe.

Wahrnehmung ist Bewusstwerden einer bestimmten Em-
pfindung, d. h. eines bestimmten Zustandes unserer Organe.

~Bestimmt kann eine Empfindung nur sein im Gegensatz

gegen andere; es miissen also Vorstellungen von anderen
entgegengesetzten Empfindungen vorhanden sein; und da es
nicht denkbar ist, dass ein einziges und untheilbares Wahr-
nehmen entgegengesetzte Qualititen in sich vereinige, so
muss es verschiedene Theile (Acte) des Wahrnehmens geben,
welche, abgesehen von dem qualitativ bestimmten Inhalt, wie
nach einem Verhiltniss der Verschiedenheit in der Art des
Wahrnehmens selbst verschieden sind. Dieses Verhiltniss
nennen wir Zeit. Von diesen verschiedenen Acten der
Wahrnehmung nemnnen wir den von der Empfindung he-
gleiteten, welchem wir die anderen entgegensetzen, die
gegenwirtige Wahrnehmung, und die anderen die vergan-
genen. Werden sie nun alle in eine Reihe so geordnet,
dass einer jeden alle vor ihr vergangenen vorausgehen, so
erhalten wir eine ganz bestimmte Reihe mit bestimmter
Richtung des Fortschreitens, deren Glieder alle, abgesehen
von ihren qualitativen Unterschieden, verschieden sind nach
jenem nothwendigen Verhiltniss der Verschiedenheit im

. Wahrnehmen der Zeit.

Da dieses Verhiiltniss umfassen soll alle moglicherweise
dagewesenen und kommen - kionnenden Fille von Wahr-
nehmungen und ihren Uehergéingen, so muss sein Begriff so

bestimmt werden, dass es passe auf alle denkbaren Fille.

‘Die Zeit ist:
1. ausgedehnt und theilbar in gleichartige Theile; ersteres

insofern sie die ganze Reihe der Wahrnehmungen um-
Koenigsberger, Helmholtz-Eioérwhje. IL 9
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fassen soll; jede einzelne ist in einem Theil der Zeit
enthalten, und da hier an diesen Theilen iiberhaupt
nur das Umfassen einer Wahrnehmung in Betracht
kommt, nicht der qualitative Unterschied der letzteren,
so sind sie als gleichartig zu setzen; |

2. unbegrenzt ausgedehnt, weil die Zahl der zu um-
fassenden Wahrnehmungen keine nothwendige Grenze
hat;

3. unbegrenzt theilbar, weil stetige Aenderungen der
Wahrnehmungen denkbar sind, und jede der unendlich

vielen Stufen der Aenderung in der Zeit enthalten -

sein musste. Jeder Zeittheil enthidlt daher noch
differente kleinere Theile in sich; soll eine Zeithe-
stimmung in sich nicht mehr different, also ganz be-
stimmt sein (Zeitpunkt), so muss sie als nicht aus-
gedehnt gedacht werden; eine solche ist die Grenze
zwischen den einzelnen Zeittheilen.
4. Die Richtung des Fortschreitens in der Zeit ist eine
bestimmte und nur eine, daher auch durch die eine
Bestimmung, um wie viel Zeit etwas frither oder spiter
sei als ein anderes bekanntes, der Zeitpunkt voll-
stindig bestimmt ist. _
Wird die Zeit als Grisse betrachtet, so ist sie zu
denken als wachsend von 0 bis 4 o durch alle positiven

ganzen und gebrochenen Zahlen; da aber jeder Zeitpunkt .

vom Anfangspunkte der Zeit als unendlich entfernt gedacht
werden muss, 80 sind Zeitbestimmungen in bestimmten
Zahlen nur moglich durch Angabe der positiven oder nega-
tiven Differenz der zu suchenden Zeit von einer als bekannt
vorausgesetzten, dann ist die Zeit als wachsend zu denken
stetig von — o bis -+-o. Der Grésse nach gegeben durch
eine Bestimmungsgleichung, d. h. abhingig von einer Vari-
ablen, oder von der ersten Dimension, wenn wir eine durch
n Destimmungen zu gebende Ausdehnungsgrisse als eine
der nten Dimension bezeichnen. '

e ;
R
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Als gleich werden Zeittheile zu setzen sein, in welchen die-
selben Aenderungen unter gleichen Umstéinden vor sich gehen. -

Die Wahrnehmungen sind ferner gesetzt als unabhingig
von unserer Selbstthitigkeit entstanden, miissen also gesetzt
werden als verursacht durch ein Anderes, uns Aeusseres,
welches wir, insofern es bloss da ist, Materie nennen, inso-
fern es auf uns wirkt, d. h, Grund von Verinderungen ist,
Kraft.

Das Aeussere, insofern es bloss Materie ist, ist daher
ohne qualitativen Unterschied, also auch ohne qualitative
Aenderung, ewig dasselbe; der Quantitit nach betrachtet,
Masse. Da es aber doch verschieden auf uns wirken soll,
miissen verschiedene Theile der Materie verschiedene Kriifte
haben. Die Krifte an sich konnen, da sie qualitative Unter-
schiede haben, der Zeit nach verdnderlich gedacht werden,
als Grund ihrer Verinderung muss wieder eine andere
Kraft gedacht werden, und so muss immer weiter zuriick-
gegangen werden, bis man auf der Zeit nach constante
Krifte bestimmter Theile der Materie kommt (chemische
Elemente). -

Das Acussere, der Grund unserer Empfindungen, ist also
zu setzen als zusammengesetzt aus Materien mit verschiedenen
Kriften, es kann also nicht als ein eines und untheilbares
Sein gesetzt werden. Es soll also Verschiedenes gleichzeitig
sein; deshalb muss im Gleichzeitigsein noch ein Verh#ltniss
vorkommen, nach welchem Objecte, abgesehen von ihrer
qualitativen Verschiedenheit, verschieden sein kinnen, weil
ein einziges untheilbares Sein nicht mit verschiedenen Quali-
titen begabt sein kann; dieses Verhiltniss ist der Raum,
in welchem die verschiedenen Objecte geordnet zu denken
sind. Die Glieder dieser Ordnung sind, da ihr wesentliches
Merkmal die Gleichzeitigkeit ist, nicht in bestimmter Rich-
tung fortschreitend, daher braucht die Fortschreitung nicht
wie bei der Zeit eine einfache zu sein, sondern ist moglicher-
weise mehrfach. '

9*
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Der Raum ist wie die Zeit zu setzen als ausgedehnt
und theilbar in gleichartige Theile, und zwar als o aus-
gedehnt und oo theilbar, weil weder die Zahl noch die Theil-
barkeit der moglicherweise in ihm enthaltenen Gegen-
stinde a priori begrenzt ist. Jeder noch ausgedehnte Raum-
theil enthdlt daher noch andere differente in sich, eine
Raumbestimmung ohne Ausdehnung heisst Punkt. Weil der
Punkt keinen reellen Gegenstand enthalten kann, daher auch
nicht aus Materie darstellbar ist, hat man ihn fiir eine nicht
reelle Grosse erkliren wollen, er ist aber nicht weniger
reell als der Raum iiberhaupt, der auch kein wirkliches
Ding 1st.

Da die Richtung des Fortschreitens im Raum keine
bestimmte ist, so ist ein Punkt durch die Angabe, wie viel
Raum zwischen ihm und einem anderen sei, moch nicht
gegeben, sondern es sind mehr Bestimmungen néthig, d. h.
nach obiger Erklirung des Begriffs Dimension: der Raum
ist eine stetig bis o wachsende Grosse von mehreren Dimen-
sionen, wir wollen annehmen von %, d. h. jeder Punkt sei
durch n Bestimmungsstiicke zu geben. Existiren wieder Be-
dingungen zwischen diesen Bestimmungsstiicken, so dass fiir
gewisse Werthe mehrerer von ihnen nur gewisse der anderen
moglich sind, so kénnen einzelne Punkte auch durch weniger
Bestimmungen gegeben sein, und umgekebrt kénnten aus
mehreren Bestimmungen identisch die anderen folgen, so
dass der Punkt nur scheinbar durch n Bestimmungen ge-
geben wiire. Wird daher allgemein gesagt: ein Punkt ist
durch » Bestimmungsgleichungen gegeben, so sind die
etwaigen Gleichungen zwischen bestimmten Werthen -der
Variablen selbst mitzurechnen, und die Gleichungen fortzu-
lassen, welche identisch aus den anderen herfliessen. Wie

bei der Zeit kann die Messung des Raumes nicht angefangen -

werden von einem Anfangspunkte desselben, weil es einen
‘solchen nicht giebt, sondern muss von bestimmten, als be-
kannt vorausgesetzten Punkten ausgehen.
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Theile des Raumes, welche Raumgrossen genannt werden
mogen, sofern sie noch wieder theilbar, d. h. keine Punkte
sind, haben entweder ebenso viel Dimensionen oder weniger.
Ein in einer Raumgrosse ater Dimension liegender Punkt
soll durch @ Bestimmungen gegeben sein, im Raume ist er
es erst durch #, also miissen aus den Eigenschaften der
gegebenen Raumgrisse noch # — ¢ Bestimmungen herfliessen,
d. h. eine Raumgrosse ater Dimension ist durch » — @ Be-
stimmungsgleichungen gegeben. Die erster Dimension heisse
Linie, die zweiter Fliche.

Soll eine Raumgrisse ater Dimension nicht in der
ganzen Ausdehnung genommen werden, wie sie durch ihre
n — @ Bestimmungsgleichungen gegeben ist, sondern nur
bis zu gewissen Punkten, soll also fiir jeden Werth von
n — 1 Coordinaten die wnte nicht iiber oder unter einen
gewissen Werth gehen, was durch eine Gleichung gegeben
ist, so werden jene Punkte, deren Inbegriff die Grenze
genannt wird, bestimmt durch n — a -+ 1 Gleichungen,
bilden also eine Raumgrésse von @ — 1 Dimensionen.

Wir haben nun zuniichst zu fragen, wie es miglich ist,
einen Punkt gegen einen anderen zu bestimmen; die einzige
durch zwei Punkte zu begrenzende Raumgrosse ist aber die
Linie; es miisste also die Liinge einer bestimmten Art von
Linie angegeben werden. Die Linge der moglich ziehbaren
Linien hat kein Maximum, denn sie konnen durch oo weit
entfernte Punkte hmdurchgehem, und kann nicht 0 werden,
muss folglich ein positives Minimum haben. Die Linge der
einen oder mehreren kiirzesten Linien zwischen zwel Punkten
oder Raumgrtssen nennen wir Entfernung.

Ist der Punkt p, von p, um a, von p, um & entfernt,
so kann p, von p, nie weniger als @ — b, nie mehr als
¢ + b entfernt sein (weil es sonst einen kiirzeren Weg
von p, mach p, oder von - Pn nach p,, gibe, als 1hre Ent-
fernung).

So weit reichen die Bestimmumgen des Raumes, insofern
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er alle moglicherweise vorhandenen materiellen Objecte um-
fassen soll, und zwar da ein endlich begrenzter Raum (eine
endliche Raumgrosse nter Dimension) als ein solcher zu
setzen ist, der eine endliche Zahl endlicher Massen enthilt,
so kionnen endliche Massen nur in Raumgrossen hochster
Dimension enthalten sein, und heissen als solche materielle
Korper; die sie enthaltenden Raumgrossen aber mathematische
Kérper. In materiellen Korpern konnen wieder Punkte,
Linien etc. unterschieden werden, die dann materielie
Punkte efc. genannt werden kdnnen.

Ferner muss der Begriff des Raumes auch noch so
bestimmt werden, dass er alle méglichen Aenderungen der
Materie umfassen konne, die hier offenbar nur so weit in
Betracht kommen, als sie Aenderungen der Raumverhilt-
nisse, d. 1. Bewegungen sind.

1. Wird ein materieller Korper bewegt, so ist er fort-
dauernd in einem Theil des Raumes vorhanden; dabei ist
es denkbar, dass alle einzelnen Theile des Korpers ihre

Lage zu einander unverindert beibehalten (fester Korper);

dann werden auch die einzelnen Punkte, Linien etc. jedes
neuen ihn enthaltenden mathematischen Korpers sich zu
einander ganz so verhalten wie die des ersten, und insofern
kann gesagt werden, der mathematische Korper selbst, seine
Punkte, Linien ete. bewegen sich mit der Materie. In diesem
Sinne sind unter einem festen System von Punkten solche
bewegliche Punkte zu verstehen, die bei ihrer Bewegung
‘stets ihre gegenseitigen Bestimmungen unveriindert erhalten;
Raumgrossen wiren demnach als stetige feste Systeme zu
betrachten.

Congruent sind feste Systeme, wenn das eine so in das
andere bewegt werden kann, dass jeder Punkt des einen mit
einem des anderen zusammenfillt. Paare von gleich ent-
fernten Punkten sind congruent. |

2. Bewegung soll der Materie zukommen, abgesehen von
all ihren besonderen Kriiften; dann ist aber das einzige iibrig-
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bleibende Merkmal eines bestimmten Theils der Materie der
besondere Raum, in dem sie enthalten ist; da ihr in der
Bewegung aber auch dies Kennzeichen genommen wird, so
kann ihre Identitdt nur dann noch ausgesagt werden, wenn
wir den Uebergang aus dem einen Raume in den anderen
anschauen, d. h. Bewegung muss stetig sein dem Raume nach.

Wird daher eine Raumgrisse ater Dimension bewegt
gedacht, so erhalte ich fiir jede der stetig in einander itber-
gehenden Lagen »n — a Gleichungen mit stetig in einander
iitbergehenden Werthen der »n — a zu suchenden Coordinaten
fiir gleiche Werthe der a anzunehmenden; von jenen stetig
sich #indernden kénnte ich noch fiir die eine einen beliebigen
Werth wihlen, und erhielte dann unmittelbar die zu-
gehorigen Werthe der anderen; der Weg einer Raumgrisse
ater Dimension ist daher im Allgemeinen eine Raumgrisse
(o -+ 1)ter.

Die Werthe der zu suchenden Unbekannten brauchten
sich nicht nothwendig zu #ndern, wenn ndmlich jeder Punkt
der bewegten Grisse nur immer wieder in Punkte iibergeht,
die schon vorher darin lagen; solche Bewegung nennen wir
Verschiebung; jene erste aber Seitenbewegung.

Linie also = Weg des Punktes,
Fliche = Weg der Linie.

3. Da Raumbestimmung iiberhaupt nicht in Beziehung
auf den absoluten Raum moglich ist, so kann auch Aenderung
derselben, d. h. Bewegung, nur in Bezug auf bestimmte Punkte
oder Systeme stattfinden, und es kann ein Punkt in Bezug
auf verschiedene solche zugleich in Ruhe und in Bewegung
sein. Rube und Bewegung sind also nicht an sich ver-
schiedene Zustinde der Materie, sondern nur relativ.

Da nun die Materie gesetzt wurde als verharrend in
ihrem Zustande, so lange keine Krifte auf sie einwirken,
so muss auch gesetzt werden ihre Ruhe und ihre Bewegung

als eine bleibende, bis sie durch Bewegungskriifte geiindert
" wird. Es sind daher zu suchen die Bestimmungen einer
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Bewegung, welche vollstindig abzuleiten ist aus dem sich
immer gleichbleibenden Zustande der Bewegung selbst, in
welchem sich der bewegte Korper befindet, die ich stabile
Bewegung nennen will.

Der Begriff der Richtung ist offenbar die Bestimmung
einer Bewegung, durch welche die Punkte festgesetat werden,
nach denen sich die Bewegung hin erstreckt, wenn die Be-
wegung ungestort vor sich geht; sie wird daher bei der
stabilen Bewegung als eine stets gleichbleibende zu bezeich-
nen sein.

Eine Bewegung ist aber vollstindig bestimmt, wenn die
Punkte bestimmt sind, in welchen sich zu jeder gegebenen
Zeit die Punkte des bewegten Korpers befinden; betrachte
ich nur die Bewegung eines einzigen Punktes, so ist dessen
Lage zu bestimmen, wenn 1. die Bahn selbst bekannt ist,
und 2. wie viel er davon in jedem Zeittheil zuriicklegt, d. h.
wenn bekannt ist das Verhiiltniss zwischen dem zuriick-
gelegten Raum zu der dazu gebrauchten Zeit. Ist es con-
stant, so kann ich zu seiner Bestimmung einen beliebig
s
E:
dnderlich, so muss ich einen unendlich kleinen Raum nehmen,
in dessen Ausdehnung das Verhiltniss als gleichbleibend Zu
ds
8t |

Da bei der stabilen Bewegung alle Bestimmungen die-
selben bleiben sollen, muss ¢ constant sein.

Was nun die Form der Bahn betrifft, so ist zunichst
klar, dass sie stets gleich bleiben muss, d. h., dass jedes
Stiick derselben jedem gleich langen anderen congruent
sein muss. Ferner soll nach unserer obigen Forderung die-
selbe vollstindig abzuleiten sein ans dem Zustande der Be-
wegung, in dem der Korper sich befindet, den wir uns als
den Grund des Weitergehens zu denken haben. Dieser ist
‘wirksam nur in Richtung der Bahn, kann aber offenbar in

grossen Raum nehmen, ¢ = -, daher s — ¢f. Ist es ver-

betrachten ist, d. h. den Differentialquotienten oder d;s.
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Seitenrichtungen durchaus keine Verschiedenheiten bewirken;
es diirfen deshalb keine Verschiedenheiten in dem Verhalten
des Weges nach Seitenrichtungen vorhanden sein, d. h. da
durch Seitenbewegung einer Linie eine Fliche entsteht, und
in dieser ein Punkt durch Bestimmung gegen zwei der Linie
vollstindig zu geben ist und in allen stetig in einander
iibergehenden Seitenrichtungen ebenso bestimmte Punkte
moglich sind, so miissen gegen alle Punkte, die durch eine
solche Bestimmung gegeben sind, sich alle Punkte der Linie
gleich verhalten, d. h. also: durch Bestimmungen von #
Punkten einer geraden Linie aus ist kein ausserhalb ge-
legener Punkt vollstindig zu bestimmen, sondern 5 — 9
Bestimmungen geben immer nur wieder dieselben Punkte,
welche die beiden anderen schon allein geben, oder wenn
ein Punkt ausserhalb einer solchen Linie gegen zwei Punkte
derselben bestimmt ist, ist er es gegen alle. Daher denn
auch, wenn zwei Punkte einer solchen Linie gegen #Hussere
-Coordinaten - Punkte bestimmt sind, es auch alle anderen
sind, d. h. eine solche Linie ist durch zwei Punkte voll-
stindig gegeben; wir nennen sie gerade.

Aus dieser Definition folgt sogleich, dass zwischen zwei
Punkten nur eine gerade Linie méglich ist, dass gleich
lange gerade Linien congruent sind, daher die gerade Linie
unmittelbar durch Auftragen eines ihrer als Maasseinheit
angenommenen Theile gemessen werden kann, und auch zur
Bestimmung der Lage eines Punktes gegen einen -anderen
zu benutzen ist. Die Lénge der geraden Linie zwischen
zwei Punkten wollen wir den geraden Abstand derselben
nennen.

Gerade Raumgrdssen ater Dimension sind solche, in
denen durch je a beliebige Punkte eine gerade Raumgrosse
(¢ — I)ter Dimension zu legen ist, die ganz in der ersteren
liegt. (Ebene, oder gerade Fliche, ist eime solche, deren
jede zwei Punkte durch gerade Linien verbunden werden
konnen, welche ganz in derselben liegen.)
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Winkel ist das Lagenverhiltniss zweier gerader Linien
zu einander, die durch Linien zu begrenzende Raumgrisse
muss eine Flache, und zwar eine bestimmte sein, daher der
Winkel gemessen wird durch das Stiick einer Ebene, welches
zwischen diesen Schenkeln liegt; als gleich sind congruente
Winkel zu setzen .. .“

Am 21. April 1868 schreibt Helmholtz an Schering in
Gottingen:

yndem ich Ihnen meinen Dank fiir die Uebersendung
der beiden kleinen, Riemann betreffenden Aufsitze aus-
spreche, erlaube ich mir eine Frage. In Ihrer Notiz iiber
sein Leben finde ich die Angabe, dass er eine Habilitations-
vorlesung gehalten habe iber die Hypothesen der Geometrie.
Ich habe selbst in den letzten zwei Jahren im Zusammen-
hange mit meinen Untersuchungen iiber physiologische Optik
mich mit dem gleichen Gegenstande beschiftigt, aber die
Arbeit noch nicht abgeschlossen und verdffentlicht, weil ich
immer noch hoffte, einzelne Punkte verallgemeinern zu kénnen.
Ich kann namentlich noch nicht Alles fiir drei Dimensionen
gleich allgemein machen, wie ich es fiir zwei kann. Nun
erkenne ich aus den wenigen Andeutungen, die Sie iiber das
Resultat der Arbeit geben, dass Riemann zu genau den-
selben Resultaten gekommen ist wie ich. Mein Ausgangs-
punkt ist die Frage: Wie muss eine Grosse von mehreren
Dimensionen beschaffen sein, wenn in ihr feste Korper
(i. e. Korper von unveréinderten relativen Abmessungen) sich
iiberall sollen continuirlich, monodrom und so frei bewegen
konnen, wie die Korper im wirklichen Raume sich bewegen.
Antwort, ausgedriickt in der Weise unserer analytischen
Geometrie: ,Es seien z, 9, 2, ¢ die rechtwinkeligen Coordi-
naten eines Raumes von vier Dimensionen, so muss sein
fiir jeden Punkt unseres Raumes von drei Dimensionen
z2 | y? | 22 - 12 = B2 wo R eine unbestimmt bleibende
Constante, die im Euclidischen Raume unendlich ist.4 —
Ich mochte Sie bitten, mich wissen zu lassen, ob Riemann’s
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Aufsatz schon gedruckt ist, oder ob Aussicht ist, dass er
bald gedruckt werden konne, was mir hochst wiinschens-
werth erscheint; eventualiter ob Riemann von demselben
Ausgangspunkte ausgegangen ist, dann wiirde nimlich meine
Arbeit unniitz, und ich mochte dann nicht mehr so viel
Zeit und Kopfschmerzen daran verwenden, als sie mich
schon gekostet haben.“

Als ihm Schering darauf mitgetheilt hatte, dass ,das
wesentlichste Moment in Riemanin’s Untersuchung der
Satz bildet, dass die von Gauss als Kriimmungsmaass defi-
nirte Grosse eine Differentialinvariante fiir homogene Diffe-
rentialausdriicke zweiten Grades erster Ordnung mit zwei
Variabeln bedeutet®, antwortet ihm Helmholtz bereits am
18. Mai: ' '

yDank fiir das Exemplar von Riemann’s Habilitations-
schrift . .. Beiliegend sende ich Thnen eine kurze Darstel-
lung desjenigen, was in meinen Arbeiten iiber denselben
Gegenstand von Riemann’s Arbeit nicht gedeckt wird, mit
der Bitte, es der Konigl. Gesellschaft zum Abdruck in den
Gottinger Anzeigen (Sitzungsberichten) zu fiberreichen. Ich
glaube, dass eine vollstindige Ausarbeitung des Ganzen im
Zusammenhange wohl wiinschenswerth sein wird, und ich
mochte sie dann am liebsten in den Abhandlungen Ihrer
Gesellschaft, wo Riemann’s steht, gedruckt sehen. Ich
erlaube mir deshalb die Frage, ob Abhandlungen correspon-
dirender Mitglieder der Gesellschaft, was ich bin, aufgenommen
werden, und wann etwa wieder der Druck eines neuen
Bandes beginnen wiirde . . . Verzeihen Sie um Riemann’s
willen, wenn ich Thnen mit diesen Dingen Miihe mache.%

Schon wenige Tage darauf hielt er am 22, Mai in
Heidelberg den oben erwihnten Vortrag, den er noch am
30. April 1869 durch einen Zusatz ergiinzte, wihrend die
Arbeit selbst in den Nachrichten der Gottinger Gesellschaft
am 3. Juni 1868 erschien.

Die physiologisch - optischen Untersuchungen hatten
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Helmholtz zur Ueberzeugung gefiihrt, dass, so wie beim
Acte des Sehens gleichzeitig zwei verschiedene Empfindungen
unverschmolzen zum Bewusstsein kommen, und daher ihre
Verschmelzung zu dem einfachen Anschauungsbilde der
Iorperlichen Welt durch einen Act des Bewusstseins auf
Grund der Erfahrung geschieht, es iiberhaupt unmoglich ist,
den Theil unserer Anschauungen, welcher der unmittelbaren

Empfindung angehort, von demjenigen zu trennen, der erst

durch Lrfahrung gewonnen ist. Nur die Beziehungen des
Raumes und der Zeit, also auch der Zahl sind nach ihm
der inneren und &usseren Welt gemeinsam, in diesen allein
also kann eine volle Uebercinstimmung der Vorstellungen
mit den abgebildeten Dingen erstrebt werden. So trat
naturgeméss die Frage an ihn heran, wodurch wird diese
Uebereinstimmung der Raum- und Zeitvorstellungen mit
den abgebildeten Dingen erreicht, was ist in diesen Vor-
stellungen a priorisch, was Ausfluss der Iirfahrung, und
welches 1st der Ursprung der allgemeinen Raumanschauung
iiberhaupt? Er ist weit davon entfernt, wie er das schon
in seiner physiologischen Optik ausfithrt, Widerspruch zu
erheben gegen die Kant’sche Auffassung des Raumes als
transcendentaler Form der Anschauung. Aber er hatte auf
dem Gebiete der Sinneswahrnehmungen sich klar gemacht,
dass es z B. in der Organisation unseres Auges liegt, alles,
was wir sehen, nur als eine riumliche Vertheilung von
Farben zu sehen, ohne dass durch diese Gesichtswahrneh-
mung selbst irgend welche riumliche oder zeitliche Auf-
einanderfolge der Farben bedingt wird, — und da lag fir
ihn die Frage nahe, ob denn die transcendentale Form
der Raumanschauung nothwendig die Annahme nach sich
zieht, dass nach oder neben bestimmten Raumwahrnehmungen
auch eine andere bestimmte eintreten miisse, oder ob darin
die Annahme gewisser Axiome eingeschlossen ist.

Es war zunidchst sein Bestreben, die Begriffsentwicke-
lungen in der Geometrie von den Ergebnissen der Erfahrung,
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welche scheinbar als Denknothwendigkeiten auftreten, zu son-
dern, wihrend er erst in seiner zehn Jahre spiter gehaltenen
Rede iiber die Thatsachen der Wahrnehmungen die Resul-
tate seiner Forschungen zum Aufbau eines einheitlichen
philosophischen Systems, welches wesentlich von dem Kant-
schen abwich, zusammenfasste. War die Abweichung von
Kant auch schon theilweise frither in seiner physiologischen
Optik hervorgetreten, so vollzog sie sich doch erst entschieden
in den Arbeiten vom Jahre 1868 iiber die Axiome der Geo-
metrie. In einem 20 Jahre spdter abgegebenen Gutachten
iiber ein Werk, welches damals allgemeineres Interesse er-
regte, fithrf er aus: ‘

»Die Kantianer strictester Observanz betonen vor Allem
die Punkte, wo Kant meines Erachtens unter der unvoll-
kommenen Entwickelung der Specialwissenschaften seiner
Zeit gelitten und sich in Irrthiimer verwickelt hat. Der
Kernpunkt dieser Irrthiimer sind die Axiome der Geometrie,
die er fiir a priori gegebene Formen der Anschauung an-
sieht, die aber in der That Sitze sind, die durch Beob-
achtung gepriift und, wenn sie unrichtig waren, eventuell
auch widerlegt werden konnten. Dies letztere habe ich zu
erweisen gesucht. Damit fillt aber iiberhaupt die Moglichkeit
fort, metaphysische Grundlagen der Naturwissenschaft geben
zu kionnen, an die Kant in der That glaubte. Nun ist es in sei-

nen hinterlassenen Papieren fiir meinen Standpunkt sehr inter-

essant, zu sehen, wie diese Angelegenheit den alternden Mann
in seinem Innern beunrubigt hat, wie er sie hin- und her-
gewilzt, daffiir immer wieder und wieder neue Formulirungen
gesucht und keine gefunden hat, die ibn befriedigten. Da-
bei tauchen im Einzelnen immer noch sehr iiberraschende
Finsichten auf, wie man sie bei einem Manne seiner gei-
stigen Grosse erwarten darf, z. B. iiber die Natur der Wirme.
. .. Meines Erachtens kann man, was Kant Grosses. geleistet

hat, nur halten, wenn man seinen Irrthum iiber die rein

transcendentale Bedeutung der geometrischen und mecha-
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nischen Axiome fallen ldsst. Damit fillt aber auch jede Mig-
lichkeit, sein System zu einer Grundlage der Metaphysik zu
machen, und dies scheint mir der innere Grund zu sein,
weshalb sich unter seinen Anhéingern alle, die metaphysische
Neigungen und Hoffnungen haben, an diese bestrittenen
Punkte anzuklammern suchen.“

Dass sich Helmholtz mit diesen Problemen schon wiih-
rend der Ausarbeitung seiner physiologischen Optik be-
schiftigte, geht aus einigen an seinen damaligen mathe-
matischen Collegen Hesse im Jahre 1865 gerichteten

Briefen hervor, in denen er sich beziiglich der Eigenschaften

der homogenen Functionen zweiten Grades mit beliebig
vielen Variabeln Mittheilungen erbat. Aus eciner noch
fritheren Zeit stammen einige kurze Aufzeichnungen, in
denen er sich selbst erst in consequenter Durcharbeitung
der in die Mathematik und Naturwissenschaften eintretenden
Begriffe und Anschauungen die a priorischen Anschauungen

des Raumes und der Zeit zu analysiren bestrebt ist. Ab-

gesehen von Bruchstiicken, welche ihrem Inmhalte nach in
die beiden oben genannten Avbeiten vom Jahre 1868 Auf-
nahme gefunden haben, die nachher besprochen werden
sollen, findet sich unter anderem die als Disposition zu
einer beabsichtigten Ausarbeitung zu betrachtende Notiz:
wUm den Sinn der Axiome klar zu machen, ist es
nithig, zu untersuchen, welche anderen Systeme der Raum-
messung logisch denkbar seien. Logisch denkbar in Bezug
auf Grossenverhiltnisse ist das algebraisch mogliche, da die

Algebra nichts ist als die logische Entwickelung des Be- ‘

griffes der Grosse und ihrer Gleichheit. — Punkt ein Ort
im Raume, innerhalb dessen keine Verschiedenheit mehr zu
finden ist. — Bei der Art unseres Wabhrnehmumgsvermagens
muss ferner die Moglichkeit der Bewegung von jedem
Punkte des Raumes in continuirlichem Uebergange zu jedem

anderen vorausgesetzt werden, i. e. der Raum sei continuir-

lich zusammenhingend. Durch die Bewegung wird zugleich
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die Anordnungsweise der Raumpunkte neben einander ge-
geben, ohne dass noch Grossenmessung ndthig ist.

Eine netzférmige Anordnungsweise unterscheidet sich
von einer ganz continuirlichen dadurch, dass eine begrenzte
Anzahl einzelner discreter Punkte einen Theil vollstindig
abgrenzen kann. Linie ist eine Reihe von Punkten der
Art, dass jeder Theil derselben durch eine endliche Anzahl
von Punkten vollstindig abgegrenzt werden kann. FEine
_ geschlossene Linie ist eine solche, welche durch einen Punkt
" nicht in zwei Theile getheilt wird;.eine ungeschlossene wird
es. Eine zellenartige Anordnung des Raumes wiirde
zulassen, dass ein Theil durch eine endliche Anzahl von
Linien zu begrenzen wiare. Fliche ist ein Raumgebilde,
welches durch eine endliche Anzahl von Linien vollstindig
abgegrenzt werden kann. Der wirkliche Raum ist dadurch
charakterisirt, dass er nur durch Flichen abgegrenzt oder
getheilt werden kann; ferner dadurch, dass er durch jede
unbegrenzte Fliche (geschlossene einbegriffen) voll-
stindig getheilt wird. Er ist also einfach zusammen-
hingend.® .

Alle weiteren Aufzeichnungen, zu denen noch eine
" grosse Anzahl einzelner mathematischer Ausfiihrungen von
dém hochsten Interesse gehtrt, die uns Helmholtz auch als
einen ausgezeichneten Algebraiker bewundern lassen, zeigen
uns deutlich die Richtung, in welcher sich seine Unter-
suchungen iiber die Axiome der Geometrie, ohne Kenntniss
.der Forschungen Anderer iiber diesen Gegenstand, bewegten.
Er beabsichtigte auch seine Resultate in Form einer zu-
sammenhingenden Theorie eines Raumes von zwei, drei
und mehr Dimensionen zu entwickeln, bis er durch die oben
erwihnte Mittheilung von Schering beziiglich der Riemann-
schen Habilitationsschrift veranlasst wurde, in seinen beiden
Veroffentlichungen in Heidelberg und Gottingen nur das, was -
in seinen Untersuchungen zu den von Riemann gewonnenen
Resultaten neu hinzukam, eingehend zu behandeln.
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Bei seinen Untersuchungen iiber die Sinmeswahrneh-
mungen hatte sich Helmholtz die Frage aufgedringt, was
in den einfachsten Formen unserer Raumanschauung aus
der Erfahrung entnommen sei, was nicht aus einer solchen
herrithren konne, und wie viel nothwendig aus der Erfah-
rung entnommen werden miisse, um das Andere darauf zu
stiitzen. Is waren bereits frither Griinde und Gegengrinde
dafiir vorgebracht worden, dass entweder die geometrischen
Axiome urspriinglich gegebene Formen unseres Anschauungs-
vermogens seien, welche aller Erfahrung vorausgingen und
in der Organisation unseres Geistes begriindet selen, oder
im Gegentheil fir Erfahrungssitze allcemeinster Art zu
gelten haben. Um diese Untersuchung aus dem philoso-
phisch - physiologischen Gebiete in das mathematische zu
itbertragen, suchte sich Helmholtz zum Zwecke einer pri-
ciseren Fragestellung klar zu machen, welche andere Be-
schaffenheiten des Raumes, als einer Grésse von mehreren
Dimensionen, iiberhaupt logisch denkbar oder, da es sich
hier um Grgssenverhiltnisse handelt, algebraisch méglich
waren, wenn man von den bisher angenommenen Axiomen
unserer Geometrie absehen wollte.

Wesentlich war es fir die Untersuchungen Helmholtz's
gewesen, dass er hei seinen physiologisch-optischen Arbeiten
zwei anderen Fillen von Grissen mehrerer Variabeln begegnet
war, in deren Abmessungssystem sich gewisse fundamentale
Unterschiede gegen die Raummessungen zeigten. Withrend
im Raume zwischen je zwei Punkten eine Grossenbeziehung
besteht, die mit der zwischen zwei anderen verglichen werden
kann — nimlich das Zahlenverhiltniss der Entfernung
ab:bc der drei Punkte a,0,¢ — wird im Gebiete der Farben,
wenn man die Unterschiede der Helligkeit mit hinzunimmt,
die einfachste Maassbezichung erst zwischen vier Farben
a, by ¢, d bestehen, wenn diese aus Je zweien mischbar sind,
also in der Farbentafel in gerader Linie liegen — nimlich
das Verhiltniss der heiden Verhiltnisse, in denen ¢ und ¢
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gemischt werden miissen, um einerseits b, andererseits d zu
geben. Er hatte ferner bei der Untersuchung der Bildung
des Augenmaasses im zweidimensionalen Gesichtsfelde ge-
funden, dass die Messung sehr wahrscheinlich darauf beruht,
dass durch die Bewegungen des Auges die Netzhaut wie ein
fester Zirkel am Netzhauthilde entlang gefithrt wird, wobei
aber ein Unterschied gegen die Messungen im Hdusseren
Raume darin stattfindet, dass wir diesen Zirke] bei den Mes-
sungen so gut wie gar nicht zur Vergleichung verschieden
gerichteter Linien gebrauchen konnen. Dadurch wurde
Helmholtz auf den Einfluss aufmerksam, den das Messungs-
mittel auf das System der ganzen Messung und die Form
ihrer Resultate ausiibt, und diese Ueberlegungen fiihrten
ihn zu Untersuchungen, die sich nicht nur auf den Raum,
sondern auch auf jedes andere Gebiet von mehreren Dimen-
sionen beziehen, in welchem eine durch nur zwei Punkte
gegebene Grosse (Entfernung) messend verglichen werden
kann mit einer entsprechenden, die sich auf ein beliebig
gelegenes anderes Punktepaar bezieht. Helmholtz zeigt, dass
alles darauf ankomme, die speciellen Voraussetzungen zu
formuliren, unter denen das Quadrat der Entfernung zweier
unendlich naher Punkte die verallgemeinerte Form des
Pythagoriischen Lehrsatzes annimmt, also durch eine
homogene Function zweiten Grades von den Differentialien
dreier beliebiger zur Abmessung der Lage der Punkte ge-
brauchten Gréssen ist.

»ich glaube, dass die von mir durchgefiihrte Betrach-
tung nicht ohne Wichtigkeit auch fiir die Frage von der
Auffindung der geometrischen Grundsitze durch ihre ersten
Entdecker ist. Denn wenn die Menschen nach einer mathe-
matischen Formulirung suchten, der sie ibre mehr oder
weniger genauen Beobachtungen und Messungen anpassen
konnten, so konnten sie keine andere, die sich hiitte conse-
quent durchfiihren lassen, finden, als die im Pythagorai-

schen Lehrsatz ausgesprochene, weil es in der That keine
Koenigesberger, lielmholtz-Biographie. II. 10
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andere gab. Und darin ist, glaube ich, auch die eigen-
thiimliche Art vou Ueberzeugung begriindet, die wir von
den sowohl theoretisch als praktisch unbeweisbaren Axiomen
haben. Es bleibt uns niimlich keine Wahl, sie anzunehmen,
wenn man nicht auf alle Miglichkeit der Raummessung
verzichten will.“

Helmholtz siebt nun zunfchst véllig ab von Kant’s
Lehre der a priori gegebenen Formen der Anschauung
und der Axiome der Geometrie und legt sich die Frage
nach den Thatsachen vor, welche der Geometrie zu Grunde
liegen, oder die I'rage, welche Siitze der Geometrie sprechen
Wahrheiten von thatsichlicher Bedeutung aus, welche da-
gegen sind nur Definitionen oder Folgen von Definitionen
und der hesonderen gewiihlten Ausdrucksweise. Die Be-
antwortung  dieser Irage bietet aber deshalb so grosse
Schwierigkeiten, weil man es in der Geometrie stets mit
idealen Gebilden zu thun hat, denen sich die korperlichen
Gebilde der wirklichen Welt immer nur annihern; die Ent-
scheidung dariiber, ob =z B. die Flichen eines Korpers
eben, seine Kanten gerade sind u. s. w., kann nur mit
Hillfe der geometrischen Sitze getroffen werden, deren
thatsachliche Richtigkeit erst erwiesen werden soll. Man
sicht auch leicht, dass ausser den gewdhnlich fiir die Geo-
metrie hingestellten Axiomen von Euclid noch eine Reihe
von weiteren Thatsachen stillschweigend vorausgesetzt wird.,
Es ist wesentlich zu beachten, dass wir uns nur solche
Raumverhéltnisse anschaulich vorstellen konnen, welche im

wirklichen Raume méglicher Weise darstellbar sind, und

dass wir uns daher durch diese Anschaulichkeit nicht ver-
leiten lassen diirfen, etwas als selbstverstindlich vorauszu-
setzen, was 1n Walrheit eine besondere und nicht selbst-
verstindliche Eigenthiimlichkeit der nns vorliegenden Aussen-
welt ist.

Da aber die analytische Geometrie die Gebilde des
Raumes nur als Grossen behandelt, welche durch andere

e




Helmholtz als Professor der Physiologie in Heidelberg. 147

Griossen bestimmt werden, indem alle uns bekannten Raum-
verhiltnisse messbar, also auf Bestimmung von Gréssen,
Linienlingen, Winkeln, Flichen u. s. w. zuriickgefiihrt werden
konnen, so wird dieselbe zu ihren Beweisen die Anschauung
nicht brauchen, und Helmholtz wurde durch diese Ueber-
legung naturgemiiss zur Formulirung der Frage gefiihrt,
welche analytischen Eigenschaften des Raumes und der Raum-
grossen miissen fiir die analytische Geometrie vorausgesetzt
werden, um deren Sitze vollstindig von Anfang her zu be-
grinden. Er gewann damit den Vortheil, die Moglichkeit
folgerichtiger Durchfiihrung eines abweichenden Systemes
von Axiomen vollstindig iiberblicken zu kénnen, da die in
der analytischen Geometrie auszufilhrende Rechnung eine
rein logische Operation ist, welche keine Beziehung zwischen
den der Rechnung unterworfenen Grossen ergeben kann,
die nicht schon in den Gleichungen, welche den Ansatz der
Rechnung bilden, enthalten ist.

Durch die Untersuchungen von Gauss war gezeigt
worden, dass, wihrend sich das Quadrat der Linge eines
Linienelementes in der Ebene durch die Summe der Quadrate
der Incremente der beiden rechtwinkligen Coordinaten aus-
driickt, sich das Quadrat eines Linienelementes auf einer
beliebigen Fliche als homogene Function zweiten Grades
der Incremente zweier allgemeiner Coordinaten darstellt,
welche die Lage eines Punktes auf einer Fliche bestimmen.
Wenn Figuren von endlicher Grdsse nach allen Theilen
einer solchen Fliche ohne Verinderung ihrer in der Fliche
selbst zu machenden Abmessungen beweglich und um jeden
beliebigen Punkt drehbar sein sollen, so muss ferner die
Fliche in allen ihren Punkten ein constantes Kriimmungs-
maass haben, wobei das Kriimmungmaass der Fliche in einem
Punkte von Gauss definirt ist als das reciproke Verhiltniss
elnes unendlich kleinen, diesen Punkt umschliessenden
Flichenstiickes zu demjenigen Flichentheil, welcher durch,
zu den Normalen parallele, Kugelradien auf der Einheits-
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kugel abgebildet wird. Aber selbst auf Flichen constanten
Kriimmungsmaasses, wo also die freie Beweglichkeit der
Figuren moglich ist, wiirde die Geometrie eine vollig von
der unserigen abweichende Gestalt gewinnen.

Helmholtz geht von der Annahme aus, dass es uns als
Bewohnern eines Raumes von drei Dimensionen moglich ist,
die verschiedenen Arten, in denen flichenhafte Wesen ihre
Raumvorstellungen aushilden, uns zur Anschauung zu bringen
und deren sinnliche Eindriicke uns auszumalen; Riume von
mehr als drei Dimensionen kinnen wir jedoch nicht mehr
anschauen, da alle unsere Mittel sinnlicher Wahrnehmung
sich nur auf einen dreidimensionalen Raum erstrecken —
und nun fiihrt er die Geometrie niher aus, wie sie sich
verstandbegabten Wesen von nur zwei Dimensionen dar-
stellen wiirde.

Er wirft die Frage auf, was dann aus den Axiomen
unserer Geometrie wird, dass es zwischen zwei Punkten nur
eine kiirzeste Linie, die gerade Linie, giebt, dass ferner
durch drei nicht in gerader Linie liegende Punkte des
Raumes eine Fliche, die Ebene, gelegt werden kann, in
welche jede zwei ihrer Punkte verbindende gerade Linie
ganz hineinfdllt, und dass endlich durch einen ausserhalb
einer geraden Linie liegenden Punkt zu dieser nur eine
einzige sie niemals schneidende, parallele Gerade gelegt
werden kann. Jene Flichenwesen wiirden freilich ebenfalls
im Allgemeinen kiirzeste Linien zwischen zwei Punkten
ziehen konnen, die er geradeste Linien nennt, aber schon
in dem einfachsten Falle der Kugel wiirden zwischen je
zwel Polen sich unendlich viele geradeste Linien ziehen
lassen; parallele, sich nicht schneidende geradeste Linien
wiirde man gar nicht ziehen kénnen, und die Summe der
Winkel im Dreieck wiirde immer grosser sein als zwei Rechte
und um so grosser, je grosser die Fliche des Dreiecks. Der
Raum jener Wesen wiirde allerdings unbegrenzt, aber end-
lich ausgedehnt gefunden oder mindestens vorgestellt werden
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miissen. Nur wenn das constante Kriimmungsmaass den
Werth Null hat, also die Fliche nach Gauss. auf einer
Ebene durch Biegung ohne Dehnung und Zerreissung ab-
wickelbar ist, wiirde unsere Geometrie Geltung behalten.
Aber zuniichst handelte es sich weder fir Riemann
noch fir Helmholtz darum, unter welchen Bedingungen
unsere geometrischen Axiome erhalten bleiben, sondern um
die Frage, unter welchen, bisher nicht klar erkannten Voraus-
setzungen wir iiberhaupt zur Kenntniss unserer Axiome
gelangt sind. Riemann legte dar, wie bei einer Verall-
gemeinerung des dreidimensionalen Raumes die allgemeinen
Eigenthiimlichkeiten des Raumes, seine Continuitit und die
Vielfiltigkeit seiner Dimensionen dadurch ausgedriickt
werden konnen, dass jedes besondere FEinzelne in der
Mannigfaltigkeit, die es darbietet, also jeder Punkt bestimmt
sei durch Abmessung von # continuirlich und unabhiingig von
einander verdnderlichen Grossen, seinen Coordinaten, so dass
der Raum eine n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit wird,
und wir ithm » Dimensionen zuschreiben. Riemann fiigt als
weitere Forderung hinzu, dass die Linge einer Linie unab-
héingig sei von Ort und Richtung, dass also jede Linie durch
jede andere messbar sei, und da in unserem wirklichen
Raume das Maass eines jeden Linienelementes die Quadrat-
wurzel aus einer homogenen Function zweiten Grades der
Incremente von drei Abmessungen irgend welcher Art ist,
s0 geht er bei seiner allgemeinen Untersuchung von dieser
Form des Linienelementes als von einer hypothetischen aus.
Er verallgemeinert endlich die Definition des Kriimmungs-
maasses auf den Raum von » Dimensionen und zeigt, dass,
wenn er schliesslich noch die Forderung hinzufiigt, dass
endliche Raumgebilde ohne Formversinderung iiberall hin be-
weglich und in jeder Richtung drehbar sein sollen, das Kriim-
mungsmaass constant sein muss. Es zeigt sich dabei, dass
durch die zu Grunde gelegten Voraussetzungen die Unend- -
lichkeit der Ausdehnungen des dreidimensionalen Raumes
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nicht gefordert wird; der Raum Lkonnte auch in Bezug auf
eine vierfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit das sein, was
fiir eine dreifache Mannigfaltickeit eine Flache mit econ-
stantem Krimmungsmaass ist.

Die Untersuchung von Helmholtz war grosstentheils
implicite schon in der von Riemann enthalten, lieferte
jedoch in einer Beziehung wesentlich Neues und wurde
gerade dadurch fiir alle weiteren Folgerungen und fir die
Frage nach den Axiomen der Geometrie von grosser Be-
deutung. Er suchte néimlich die Bedingungen aufzustellen,
unter denen der von Riemann hypothetisch angenommene,
verallgemeinerte Pythagorédische Satz giiltig war, und
machte die von diesem erst zum Schluss seiner Unter-
suchung eingefiihrte Forderung, dass Raumgebilde ohne
Formverinderung denjenigen Grad von Beweglichkeit haben
sollen, den die Geometrie voraussetzt, von Anfang an zur
Grundlage seiner Betrachtungen.

»Uebrigens muss ich bekennen, dass, wenn auch durch
die Veriffentlichung von Riemann’s Untersuchungen die
Prioritdt in Bezug auf eine Reihe meiner eigenen Arbeits-
resultate vorweg genommen ist, es fiir mich bei einem so
ungewohnlichen und durch frithere Versuche cher discredi-
tirten Gegenstande von nicht geringem Gewicht war, zu
sehen, dass ein so ausgezeichneter Mathematiker dieselben

Fragen seines Interesses gewiirdigt hatte, und dass es mir

eine gewichtige Birgschaft fir die Richtigkeit des ein-
geschlagenen Weges war, ihn als Gefihrten darauf anzu-
treffen.”

Dass alle urspriingliche Raummessung auf Beobachtung
der Gongruenz beruht, bildete fiir Helmholtz den Ausgangs-
punkt der Untersuchung. Da aber von Constatirung der
Congruenz nicht die Rede sein kann, wenn nicht feste
Korper oder Punktsysteme in unverinderlicher Form zu
emander bewegt werden konnen, und wenn nicht Con-
gruenz zweler Raumgrissen ein unabhingig von allen Be-
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wegungen bestehendes Iactum ist, so stellte er sich die
Aufgabe, die allgemeinste analytische Form einer mehrfach
ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu suchen, in der die ver-
langte Art der Bewegungen moglich ist. Er priift zu-
nichst, in wie weit die von ihm aufgestellten Voraus-
setzungen seiner Untersuchung, welche 1. die Continuitit
und Dimensionen, 2. die Existenz beweglicher und in sich
fester Korper, 3. die freie Beweglichkeit, 4. die Unabhingig-
keit der Form fester Kérper von der Drehung betreffen, die
Méglichkeit verschiedener Systeme der Geometrie ein-
schrdnken. Die gemachten Annahmen fithren ihn zu einem
von der Richtung unabhingigen Maass des Linienelementes
in der Form, wie es Riemann verlangt, und er fasst
die von ihm aufgestellten Bedingungen hierfiir kurz dahin
zusammen, dass ein Punkt einer z-fachen Mannigfaltigkeit
durch » Coordinaten bestimmt ist, dass ferner zwischen den
2 n Coordinaten eines unendlich benachbarten Punktepaares
eine von der Bewegung des letzteren unabhingige Gleichung
besteht, welche fiir alle congruenten Punktepaare dieselbe
1st, und dass endlich bei sonst vollkommen freier Beweglich-
keit des festen Koérpers die Eigenschaft der Monodromie des
Raumes erfiillt sein soll, wonach, wenn ein fester Korper
von » Dimensionen sich um » — 1 feste Punkte dreht, die
Drehung ohne Umkehr in die Anfangslage zuriickfiihrt. In-
dem er nun diese Bedingungen auf den Fall von drei unab-
hiingigen Variabeln anwendet, kann er auf rein analytischem
Wege zeigen, dass eine homogene Function zweiten Grades
der Incremente derselben existirt, welche bei der Drehung
unverédndert bleibt, und dass es somit ein von der Richtung
unabhiingiges Maass des Linienelementes giebt.

Bei der Fortfiilhrung seiner Betrachtungen schlich sich
ein Versehen durch die Behauptung ein, dass, wenn noch
die unendliche Ausdehnung des Raumes gefordert wird,
keine andere Geometrie moglich ist als die von Euclid
gelehrte, wihrend, wie Beltrami nachgewiesen hat, noch
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die Geometrie von Lobatschewsky existiren kann, nach
welcher in dem nach allen Richtungen unendlich ausge-
dehnten Raume noch Figuren, die einer gegebenen congruent
sind, in allen Theilen desselben construirt werden konnen,
ferner zwischen je zwei Punkten nur cine kiirzeste Linie
moglich ist, aber der Satz von den Parallellinien nicht mehr
zutrifft.  Nur wenn das Krimmungsmaass des Raumes
itherall den Werth Null hat, entspricht ein solcher Raum
den Axiomen des Euclid, und diesen Raum nennt Helm-
holtz dann einen ehenen Raum. Ist das Kriimmungs-
maass coustant und positiv, so erhalten wir den sph#rischen
Raum, I welchem die geradesten Linien in sich zuriick-
laufen, und es keine Parallelen giebt; ein solcher Raum ist, wie
cie Oberfliche einer Kugel, unhegrenzt, aber nicht unendlich
gross. Ist endlich das Kriimmungsmaass constant und nega-
tiv, so laufen in solchen pseudosphirischen Flichen die
geradesten Linien in das Unendliche aus, und in jeder
ebensten Flache lisst sich durch jeden Punkt ein Biindel
von geradesten Linien legen, welche eine gegebene andere
geradeste Linie jener Ildche mnicht schneiden. In einem
Raume, dessen Kriimmungsmaass von Null verschieden ist,
werden Drelecke von grossem Flicheninhalt eine andere
Winkelsumme haben als kleine; jedoch berechtigt uns das
Resultat der geometrischen und astronomischen Messungen,
welche die Winkelsumme eines Dreieckes nur nahezu und
nie streng gleich zwei rechten Winkeln ergeben konnen,
offenbar nur, zu schliessen, dass das Kriimmungsmaass
unseres Raumes sebr klein ist; dass es in Wirklichkeit ver-
schwindet, lisst sich nicht beweisen, es ist ein Axiom.

Sehr interessant ist die in seinem Vortrage gegebene
Ausfithrung, in welcher Helmholtz zeigt, dass wir uns den
Anblick einer pseudosphirischen Welt nach allen Richtungen
hin ausmalen kénnen, und dass somit die Axiome unserer
Geometrie durchaus nicht in der gegebenen Form unuseres
Anschauungsvermigens begriindet sein konnen. Beltrami
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hatte einen pseudosphirischen Raum im Innern einer Kugel
des EKuclid’schen Raumes so abgebildet, dass jede ge-
radeste Linie und jede ebenste Fliche des ersteren durch
eine gerade Linie und eine Ebene in der letzteren vertreten
wird; Helmholtz macht es durch #hnliche Abbildungs-
betrachtungen plausibel, dass, wenn umnsere Augen mit
passenden Convexglisern bewaffnet wiren, uns der pseudo-
sphirische Raum verhiiltnissmissig gar nicht sehr fremdartig
erschiene, und dass wir nur in der ersten Zeit bei der Ab-
messung der Grosse und Distanz fernerer Gegenstinde
Tauschungen unterworfen sein wiirden.

Die Behauptung von Helmholtz, dass, wenn zu den von
ihm aufgestellten Bedingungen noch die Forderung hinzukime,
dass der Raum unendlich ausgedehnt sei, die Kuclid’sche
Geometrie eindeutig bestimmt werde, widerlegt zuerst Bel-
trami in einem sehr interessanten, am 24. April 1869 von
Bologna aus an Helmholtz gerichteten DBriefe:

,C'est aprés beaucoup d’hésitations que je me suis
décidé & prendre la plume pour vous adresser ces lignes,
car il m’a toujours semblé que si l'on craint beaucoup, en
général, d’importuner les grands de ce monde pour des choses
de peu d’importance, & plus forte raison on devrait se garder
d’occuper méme une faible portion du temps dont les princes
de Desprit se servent si généreusement pour les progres
de I'humanité. Cependant, ayant beaucoup plus d’exemples
de la hienveillance de ces derniers que de la condescendance
de ceux-1a, jai fini par céder &4 mon vif désir de vous
communiquer mes réflexions . . . Autant qu’il m’est donné
de pénétrer dans le véritable sens de vos belles recherches,
je 1’y rencontre aucune conclusion que je ne puisse vérifier
par les points de vue, qui me sont particuliers, et que jai
exposés, en partie, dans les deux publications intitulées:
Saggio di interpretazione della geometria non euclidea et
Theoria fondamentale degli spazii di curvatura costante, que
jai eu I'honneur de vous adresser, il y a quelque temps.
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Il v’y a qu'un point sur le quel jai A vous demander des
lumicres. Ce point . ... Cette conclusion est confirmée,
sans démonstration proprement dite, vers la fin (§. 4) de la
note de Goettingue, oli, cependant, elle est rapportée & un
espace de trois dimensions. Or, cela paraitrait en contra-
diction avec le fait, que jai démontré, ou que Jai cru de
démontrer, au sujet de la surface pseudosphérique (clest
dire & mesure de courbure constante, mais négative), je veux
dire le fait de I'étendue infiniment grande de cotte surface
en tous sens. Lt ce qui me porterait A croire i Ja vérité
de ce fait, c’est que toutes les autres propriétés de cette
surface, déduites d’apris le méme ordre de considérations et
de formules, ont été vérifices par moi sur un cercle pseudo-
sphérique du diamétre de 1,04 m que Jai construit d’aprés
un proeédé approximatif, dont je publierai la description, et
qui me semble trés approprié & populariser les nouvelles
conceptions sur la géométrie abstraite. Maintenant, voici la
seule maniére que J’ai entrevue, jusqu’a présent, pour mettre
d’accord ces deux conclusions opposées. I’ensemble de mes
déductions repose sur la représentation des surfaces par la
formule de Gauss ds? = Edu? + 2 TFdudv + Gdv2  Or,
dans cette méthode les rapports de la surface et de Pespace
environnant échappent entitrement: la surface est considérée
en elle méme, telle quelle le serait par un étre, qui n’elit
pas le sens de la troisitme dimension. II s’ensuit que,
si la surface, telle quelle existe dans I'espace, se coupe elle-
méme le long de certaines lignes, cela est comme non-
avenu daprés la formule précédente: la coincidence de
deux points de la surface en un méme point de lespace
est, en d'autres termes, un fait ¢tranger, hétérogéne i ceux
que la formule de Gauss, 4 elle seule, peut nous apprendre.
Cest  précisément ici que Lon rencontre uwn des points
d’attache entre 'oeuvre de Gauss et celle de Riemann; et,
si je ne suis tout-a-fait dans lerreur, c’est encore par le
développement de cet ordre d'idées que l'on pourra com-
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prendre, comment Gauss, sans quitter ce champ favori,
pouvait pénétrer dans la géométrie de Bolyai et de Lobat-
chewsky; car en effet, sa géométrie des surfaces, tant
quelle ne puise rien dans la géométrie analytique ordi-
naire, est indépendante du postulat XI. Mais revenons a la
question.

Quand on cherche & passer de Pexpression différentielle
de DPélement linéaire & I'équation ordinaire de la surface,
les exigences et les accidents des figures de deux dimen-
sions, considérées dans l'espace de trois, reparaissent. Ce
passage, c'est a dire l'intégration des surfaces & courbure
négative constante (pour le cas de la courbure positive ¢est
la méme chose), n'a pas encore été faite que dans des cas
trés particuliers, que je sache. On ne connait, parmi les
formes infinies (dont mon petit modele me donne l'agréable
spectacle), que la surface psendosphérique peut prendre, que
des surfaces de rotation et des hélicoides. Or ces formes
spécielles ont un ecaractére commun, cest de ne pouvoir
servir au développement de la surface enticre; il faut, pour
les produire, couper la surface suivant une ou deux lignes.
Elles ne peuvent donc méme en supposant, pour les surfaces
de rotation, que la surface absolue y soit enroulée un
nombre infini de fois sur elle-méme, réproduire I'infinité en
tous sens de la surface absolue.

Je suis donc obligé de supposer que vous ayez la preuve,
ou du moins la trés-forte présomption, que quelque forme
concrete que lon puisse donner & la surface pseudo-
sphérique, toujours celle-ci doive étre coupée, pour pouvoir
les prendre, soit pour empécher le déchirement des parties,
qui depassent certaines limites (comme pour les surfaces
spécielles citées), soit pour empécher la rencontre de deux
nappes différentes. Si Pon fait abstraction de ces diffi-
cultés, qu'on pourrait appeler d’ordre pratique, il me semble,
que la surface, logiquement considérée, soit infinie, 3 la
méme maniere du plan. Je croirais la méme chose pour
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les espaces de courbure constante négative, sous les mémes
restrictions.

Jai tenu & vous montrer que lopposition, qui existe
parmi vos resultats et les miens, ne m’a donné que le désir
de connaitre les considérations a l'aide desquelles le votre
pouvait étre établi. C'est le moindre des devoirs, qu’un
éléve a & remplir vis 4 vis dun maitre.

Helmholtz erkannte sogleich sein Versehen, welches
darauf beruhte, dass er wegen einer imaginiren Constante
einen Fall ausgeschlossen hatte, welcher einer reellen Deu-
tung fihig war, und berichtigte schon wenige Tage spiter,
am 30. April 1869, diesen Punkt in einer Mittheilung an
den naturwissenschaftlichen Verein in Heidelberg.

Die philosophischen Consequenzen dieser Untersuchungen
hatte Helmholtz, wie aus seinen Aufzeichnungen hervorgeht,
schon damals gezogen, aber er hat dieselben erst im Zu-
sammenhange entwickelt in seiner Rede iiber ,die That-
sachen in der Wahrnebmung¥, welche er zur Stiftungsfeier
der Friedrich Wilhelms-Universitit zu Berlin im Jahre 1878
gehalten, und in der im ,Mind“ im April desselben Jahres
verGifentlichten Note: ,Ueber den Ursprung und Sinn der
geometrischen Sttze; Antwort gegen Herrn Professor Lan d¥,
welcher Helmholtz’s Arbeit iiber die Axiome der Geometrie
einer Kritik unterzogen hatte. Um den Zusammenhang
mit den oben entwickelten Anschauungen zi wahren, moge
der Inhalt dieser beiden Veroffentlichungen schon hier he-
sprochen werden.

Die Grundprobleme der Erkenntnisstheorie »Was ist
Wabrheit in unserem Anschauen und Denken? in welchem
Sinne entsprechen unsere Vorstellungen der Wirklichkeit?«
beschiftigten seit dem Anfange des neunzehnten Jahrhunderts
Philosophie und Naturwissenschaften. Wihrend die Philo-
sophie alles aus den Einwirkungen der Korperwelt Stam-
mende auszuscheiden und nur das zu behalten sucht, was
der eigenen Thitigkeit des Geistes angehort, muss die
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Naturwissenschaft, welche die Gesetze sucht fiir die Welt
der Wirklichkeit, das absondern, was Definition, Bezeich-
nung, Vorstellungsform und Hypothese ist — beide voll-
ziehen also dieselbe Scheidung, wenden jedoch verschiedenen
Theilen ihr Interesse zu. Schon zur Zeit seiner ersten
physiologisch-optischen Arbeiten hatte Helmholtz hervor-
gehoben, dass die Wahrnehmung von im Raume vertheilten
Objecten das Anerkennen einer gesetzlichen Verbindung
zwischen unseren Bewegungen und den dabei auftretenden
Empfindungen einschliesst, und dass alles, was in der An-
schauung zu dem rohen Material der Empfindungen hinzu-
kommt, in Denken aufgelost werden kann.

,Wenn ,begreifen® heisst Begriffe bilden, und wir im
Begrifie einer Classe von Objecten zusammensuchen und
zusammenfassen, was sie von gleichen Merkmalen an sich
tragen, so ergiebt sich ganz analog, dass der Begriff einer
in der Zeit wechselnden Reihe von Erscheinungen das zu-
sammenzufassen suchen muss, wds in allen ihren Stadien
gleich bleibt.“

»Suchet den ruhenden Pol in der Erscheinungen Flucht#
war noch bis an sein Ende das Lieblingscitat, wenn er in
die Fiille ungeordneter physikalischer FKrscheinungen, die
jeder Erkldrung zu spotten schienen, Ordnung und Gesetz
zu bringen sich bemiihte. Was ohne Abhingigkeit von
anderem, unabhiingig von der Zeit gleich bleibt, ist fiir ihn
die Substanz; das gleichbleihende Verhaltniss zwischen ver-
#nderlichen Grossen ist das sie verbindende Gesetz — dieses
nehmen wir direct wahr, der Begriff jener kann nur durch
erschopfende Priifung gewonnen werden, bleibt jedoch immer
problematisch. Wir erkennen das Gesetzliche als ein unab-
hingig von unserem Vorstellen Bestehendes an, als Ursache,
die wir dann als Kraft bezeichnen, wenn wir das Gesetz
als unserm Willen gleichwerthig anerkennen, und dieses als
etwas den Ablauf der Naturprocesse Zwingendes erscheint.
Das Gesetz, welches das Vertrauen auf die vollkommene
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Begreifbarkeit der Welt ausspricht, ist das Causalgesetz,
ein a priori gegebenes, transcendentales Gesetz, fiur welches
die Erfahrung einen Beweis nicht liefern kann. ,Kiinstler
und Forscher streben, wenn auch in verschiedener Behand-
lungsweise, dem Ziele zu, neue Gesetzlichkeit zu entdecken.*

Ein Blatt in seinem Nachlass giebt uns eine nur fliichtig
hingeworfene, aber &Husserst interessante Analyse des
thatsichlich vorhandenen Wissens:

»2) Des Inhaltes: 1. Unmittelbare reine Perceptionen
sind nur die Sinnesempfindungen. 2. Die Anschauungshilder
fusserer individueller Objecte sind Inbegriffe einer grossen
Zahl verschiedener Anschauungen. 3. Der Begriff eines
daseienden Dinges enthilt die Zuversicht ausgesprochen,
dass ich bei geeigneten Bedingungen der Beobachtung stets
wieder dieselben Sinneseindriicke von dem Dinge empfangen
werde. 4. Die daseienden Dinge verdndern sich, aber wir
suchen und finden Gesetze fiir diese Verinderungen, d. h.
Begriffe fir dieselben, die selbst unverindert be-
stehen bleiben, aber nur in Wirksamkeit, d. h. Erschei-
nung treten, so oft die gleichen Bedingungen ihrer Wirk-
samkeit wieder bergestellt sind. Dadurch unterscheiden
sie sich vom Dasein der Substanzen, deren Erscheinungs-
weise nur vom Beobachter abhiingig betrachtet wird, die
der Naturgesetze von den Verinderungen im Daseienden.
5. Die Aufstellung eines Naturgesetzes enthilt die Zuver-
sicht, dass in allen kiinftigen entsprechenden Fillen die
Erscheinungen sich dem Gesetze fiigen werden. Ein voll-

stindiges Gesetz, welches die Bedingungen und die Grisse

des Erfolges vollstindig und genau angiebt, ist fiir unser
Wissen der geniigende Grund, sicher auf den Erfolg zu
schliessen. KEbenso ist es dann objectiv anzusehen als
Kraft, als der objectiv geniigende Grund des Eintrittes.

6. Die naturwissenschaftlichen Hypothesen sind Versuche,

Gesetze von einer weiter ausgedehnten Bedeutung zu finden,
als die Beobachtungen unmittelbar erlauben.




